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Kapitel I. 


Vorbereitende Bemerkungen. 


Die Tatsache, dab jede Schar von &” Flächen im R, (x, y, z) 
durch Berührungstransformation nicht nur in eine Schar von &° Kurven, 
sondern sogar in die Punkte des Raumes übergeführt werden kann, 
ist seit langem bekannt. Die Frage nach der Überführbarkeit einer 
Schar von ©* Flächen in eine Schar von »* Kurven vermöge einer 
Berührungstransformation hat Herr Dr. Broszat in seiner Dissertation !) 
behandelt. 

Wir betrachten hier eine Schar von «"(n>4) Flächen im 
R, (v2): 


ER ACH ©, .12CH) 


und wollen die Bedingungen aufsuchen, unter denen diese Flächen- 
schar durch Berührungstransformation in eine Schar von @"(n>4) 
Kurven: | 

er 

Ze, d..cde) 


überführbar ist. Wir werden dabei die Untersuchung von Broszat 
nicht bloß wesentlich erweitern, sondern auch sehr vereinfachen. 

Zunächst müssen wir einiges über den analytischen Apparat, 
den wir benutzen wollen, vorausschicken. 

Wir fassen die Flächen, Kurven und Punkte als Element- 
vereine von &° Elementen I. Ordnung auf und benutzen stets die 
Elementgeometrie von Lie. 

Den Fall, daß unsere Schar von oo” Flächen: 


DEM N Ben ntee...00) 


ı) Willy Broszat, Über Scharen von &* Flächen im R,, die durch Be- 
rührungstransformation in Scharen von »* Kurven überführbar sind. Diss. 
Greifswald 1907. 
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einer partiellen Differentialgleichung I. Ordnung: 


IX,y,ZPpqQ)=0 
genügt, schließen wir aus, da diese Gleichung jederzeit durch Be- 
rührungstransformation in die Gleichung 20 übergeführt werden 
kann, wobei die ©" Flächen in ©” Kurven der Ebene z—=0 über- 
sehen. Dies vorausgesetzt, ist es nicht möglich, die n Parameter 
64 0a... &%n aus den drei Gleichungen: | 


DT (KV 00 000. ee 


zu eliminieren. Dagegen ist es denkbar, daß dies möglich ist, wenn 
wir die folgenden drei Gleichungen hinzufügen: 


T — BR Ss == 5 t Be Iy5e 


Es ergibt sich dann als Eliminationsresultat eine oder ein System 
partieller Differentialgleichungen II. Ordnung. 

Die Größen r, s, t, die hierbei auftreten, zusammen mit den 
Größen x, y, z, p. q deuten wir geometrisch als die Koordinaten 
eines Elementes Il. Ordnung. Da aber diese Größen bei den Kurven 
unbrauchbar werden, so führen wir an ihrer Stelle homogene Element- 
koordinaten ein, bei denen dieser Mangel wegfällt. 

Die homogenen. Koordinaten für die Elemente Il. Ordnung hat 
zuerst Fr. Engel?) angegeben. Ihre Einführung beruht auf folgender 
Überlegung: Ebenso wie ein Element I. Ordnung bestimmt ist durch 
einen Punkt und die »' unendlich benachbarten Punkte einer hindurch- 
sehenden Fläche, ebenso ist ein Element II. Ordnung der Fläche 
vollkommen bestimmt durch ein Element I. Ordnung nebst den &! 
unendlich benachbarten, mit ihm und untereinander vereinigt liegenden, 
Elementen I. Ordnung der Fläche. Diese letzteren &'! Elemente 
I. Ordnung sind aber schon durch zwei unter ihnen vollkommen 
bestimmt. 

Haben wir nun auf einer Fläche ein Element I. Ordnung 
x, y, 7, p, q und zwei verschiedene unendlich benachbarte, mit dem 
ersten und untereinander vereinigt liegende, Elemente J. Ordnung: 


x+dx, y+dy, z+dz, ,p+dp, q+dq 
x+0x, y+dy, 2402 p+0dp, q+0q 


so gilt folgendes: 


!) Leipziger Berichte, Math. physik. Klasse 1893. S. 468 ff 


1. In .der Matrix: 
| dx dy dp dq 
I| dx öy öp öq | 


verschwinden nicht alle zweireihigen Determinanten. 
2. Die Bedingungen für die vereinigte Lage der Elemente d 
und d mit dem Element x, y, z, p..q. sind erfüllt: 


dz— pdx — qdy=0 
oz —Ppdox— gdy—dO 


3. Die Bedingung für die vereinigte Lage der beiden Elemente 
d und d ist erfüllt: 


dxdp — dpdx—+dydq—dqdy—0. 


Zwei solche Elemente d und d, die diesen drei Bedingungen 
genügen, bestimmen dann eindeutig die Größen r, s, t durch die 
Beziehungen: 


dp—rdx—sdy=0 |0p—rdx—söy—=0 
dq —sdx — tdy—=0 og —sdox—tdy—=0 


und man findet im ganzen folgende vier Bestimmungsgleichungen: 


r(dxdy — dy dx) = (dpdy —.dy0p) 
s(dxdy — dy dx) = (dx dp — dp dx) 
s(dxdy — dy dx) = (dq dy — dydg) 
t (dx öy — dy dx) = (dx dq—.dq ÖN). 


Für eine Kurve wird dxdy —dy dx = 0 und die Größen r, s, t 
werden daher hier ganz unbrauchbar. Ebenso für einen Punkt, wo 
dx —dy=dx—=dy=—0. Wir führen deshalb folgende homogene 
Koordinaten ein: 


__|dy sa | dqdx|. 24 dxdyl| 
—[öyoöp|' Isaosı|'  !öxoy] 
Be dy dd er dx dp |° 
oyoaı ee |öxXop]| 
Hierzu fügen wir noch eine fünfte Koordinate: 
_ [dr da 1 
 10pdaı 


N 


Zwischen diesen fünf Größen r, s, t, u, v besteht eine Relation. 
Denn zwischen den sechs zweireihigen Determinanten: 


ViYxk r k e 
pr = |" Be, 3,4) 


der Matrix: 


besteht immer folgende quadratische Beziehung: 


Yı Ya Ya Yı 


2, 2, Tg, 2, 


le nee 


Setzen wir hierin für die p die entsprechenden Werte r, s, t, 
u, v ein, so erhalten wir zwischen unsern homogenen Element- 
koordinaten r, s, t, u, v folgende fundamentale Beziehung: 


(1) rt — ®’—=uv 
Mit Hilfe der Matrix: 


dx dy dp dq 

dx dy dp .dq ||, 

öxdyoöpdgqg 
in der alle dreireihigen Determinanten identisch verschwinden, 
bilden wir vier homogene lineare Relationen zwischen r, s, t, u, v. 
Dazu brauchen wir nur für die, in den Entwicklungen der drei- 
reihisen Determinanten auftretenden, zweireihigen Determinanten 
aus den Differentialen d und d die entsprechenden Werte r, s, t, u, 
v einzusetzen und erhalten damit folgende Beziehungen: 


| udp+-rdx + sdy—0 
(2) udq + sdx+-tdy=0 
. | tdp—sdqa+ vd=0 


—sdp+rdqa+- vdy=0 
wozu wir noch die Beziehung: 
(2) da— pdx— qdy=0 
hinzunehmen. 


Erfüllen die Größen r, s, t, u, v die Gleichung (1), so be- 
stimmen die zehn ‚Größen x, y, z p, , u st u, v ein Blement 
Il. Ordnung. Dieses Element II. Ordnung ist dem Elemente I. Ord- 


ER Er 


nung x, Y, Z, p, q zugeordnet, und die diesem Elemente I. Ordnung 
unendlich benachbarten und mit ihm vereinigt liegenden »' Ele- 
mente I. Ordnung, die jenes Element II. Ordnung bestimmen, werden 
durch das Gleichungssystem (2) und (2) geliefert. 

Wir sagen ferner, dab zwei unendlich benachbarte Elemente 
1, Oronenees v2, D, .Q, 1. 351, uyveund,x 10x. 2u444.; v—drv 
vereinigt liegen, wenn durch sie das System (2) mit (2) erfüllt ist. 
Das System (2) zusammen mit (2’) stellt die Bedingungen der ver- 
einigten Lage zweier unendlich benachbarter Elemente II. Ord- 
nung dar. | 
Was die Unabhängigkeit der vier Gleichungen des Systems (2) 
angeht, so bemerkt man leicht, dab immer, wenn r, s, t, u, v (1) 
erfüllen, nur zwei unter ihnen unabhängig sind. Wir behalten aber 
doch das ganze System bei, um später keine Fallunterscheidungen 
machen zu - müssen und erhalten damit eine allgemeine Gültigkeit 
der abzuleitenden Sätze. 

Wir wollen die Beziehungen, die zwischen der Relation (1) 
und dem System (2) bestehen, noch klarer herausstellen. Wir 
deuten zu dem Zwecke die fünf Verhältnisgrößen r:s:t:u:v als 
homogene Punktkoordinaten in einem ebenen R,, andererseits die 
vier Verhältnisgrößen dx:dy:dp:daq als homogene Punktkoordinaten 
in einem ebenen R,. Dann stellt die Gleichung (1) eine M, II. Ord- 
nung im R, dar und das System (2), als Gleichungen zwischen den 
dx:dy:dp:dq aufgefaßt, eine Gerade im R,. 

Jeder Punkt r:s:t:u:v der M, im R, wird durch folgende 
zweireihigen Determinanten bestimmt: 


r:s:t:u:v—[dyop|:|[dyög|:|dqdx|:|Axody]:|Ap oa] 
wobei. immer: 
Idxöp| + |dyögq|=9. 


Betrachten wir andererseits das System (2), indem wir (1) als 
erfüllt annehmen, so ist durch jedes derartige Wertsystem r:s:t:u:v 
eine Gerade im R, definiert. Im ganzen gibt es &” derartige Wert- 
systeme und damit stellt (2) einen linearen Gradenkomplex dar, 
dessen Gleichung ist: 


12") dxdp — dpdx--dydq-—dqdy =. 


Die Beziehungen zwischen (1) und /2) oder zwischen der M, 
II. Ordnung im R, und dem linearen Komplex im R, sind folgende: 


N, 


1. Zwei Punkte des R,, dx:dy:dp:dq und öx:dy:dp:daq, 
zwischen denen die Beziehung (2”) besteht, liegen auf einer Komplex- 
seraden und bestimmen einen Punkt r:s:t:u:v, der (1) erfüllt und 
also auf der M, ll. Ordnung im R, liegt. Wir haben damit den 
Satz: 

Die »®? Komplexgeraden des R, entsprechen eindeutig umkehr- 
bar den ©” Punkten der M, ll. Ordnung im R,. 

2. Gegeben sei ein Punkt im R,. Die durch ihn gehenden 
x ' Geraden des linearen Komplexes liegen in einer Ebene. Dieses 
(seradenbüschel ist schon bestimmt durch zwei verschiedene Gerade 
des Büschels. Diese mögen die Bilder der beiden Punkte r, :s, :t,: 
u,:v, und r,:8,:1,:u,:v, sein. Die Bedingung dafür, daß sich die 
beiden Geraden schneiden, ist: 


tele — 28,8, U Ye 

Diese Gleichung sagt aber andererseits auch aus, dab die 
beiden Punkte r,:5,:t):u,:y, und r,:8,:t,:u,:v,, dieausesı; 
M, 11. Ordnung des R, liegen, speziell auf einer Erzeugenden dieser 
M, 1I. Ordnung liegen. 

Daraus folgt die zweite Beziehung zwischen (1) und (2): 

Den Punkten des R, entsprechen eindeutig umkehrbar die 
Erzeugenden der M, U. Ordnung im R.. 

Diese Beziehungen zwischen dem linearen Komplex im R, und 
der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit Il. Ordnung im R, sind aller- 
dings längst bekannt, es war aber für das Folgende wichtig, sie 
hier zu wiederholen. 

Eine wichtige Frage ist nun, wie die homogenen Element- 
koordinaten bei einer beliebigen Berührungstransformation trans- 
formiert werden. 

Stellen die Gleichungen: 

[ x—=X(y,2P, 4) 
| yY=-Y(&,y,2P, 9 
N 2 —=2(&%,y,24P, 4) 
| P=P&,y,2Pp, 4) 
\ y—=qdAß y, 2, P, 9) 


eine Berührungsformation dar, so ist zunächst: 


X oxX X X X 
dx sed dee 0: 
rg ar 5 rue, nen 


TUT RG A 


Da zwei unendlich benachbarte vereinigt liegende Elemente in 
ebensolche Elemente übergehen, so folgen aus den Gleichungen: 


da— pdx— qdy=0; dza— pdox— qgdy=0 
dxdöp — dpdx-+dyrdgq— dqdy 0 
die analogen: 
dz’ — pdx — gdy’—=0; da — pdxX — qdy —=0 
| dx’ dp’ — dp’ dx + dy’dq — dq dy —=0 


Damit erhalten wir: 
dx — (Rt pX,)dx+ X, +aX,)dy + X, dp-+- X, dq 
IKK HP )IX HK +aK)dytRdp+X,dg 


Die Größen dx’:dy’:dp’:dq’ und dx’:dy’:ödp’:dq sind lineare homo- 
gene Ausdrücke in den dx:dy:dp:dq bzw. öx:dy:ödp:dq. Hieraus 
ersieht man, da die Größen r’:s’:t':w:v’ aus den transformierten 
Differentialen dx’... und dx’... entsprechend gebildet sind wie die 
Größen r:s:t:u:v aus den ursprünglichen Differentialen dx... und 
dx... dab also die Größen r’:s’:t':uw‘:v’ lineare und homogene 
Ausdrücke in den r:s:t:u:v werden. Wir fassen diese Tatsache 
in folgendem Satze zusammen: 

Die homogenen Elementkoordinaten Il. Ordnung werden bei 
jeder Berührungstransformation linear und homogen transformiert, 
wobei die Beziehung (1) invariant bleibt. 

Zugleich ist klar, daß auch das ganze System (2) und (2’) bei 
allen Berührungstransformationen invariant bleibt. 

Jede lineare homogene Relation zwischen den r, s, t, u, v 


(5) Hr+2Ks+-Lt+-Mu+Nv=0 

wo die H, K, L, M, N noch Funktionen von x, y, Z, p, q sein 
können, wird demnach durch jede beliebige Berührungstransformation 
wieder in eine lineare homogene Relation zwischen r’, s/, t/, u, v’ 
übergeführt. 

Nachdem wir die homogenen Elementkoordinaten U. Ordnung 
in allgemeinster Weise eingeführt haben und schon ihre Haupt- 
eigenschaft besprochen haben, wollen wir sie auf Kurven und Punkte 
speziell anwenden. 

Die Gleichungen der Kurve seien: 


re 
2X) 


MER 1 Nr SE 


Dann wird diese als Verein von Elementen. I. Ordnung durch 
folgende Gleichungen dargestellt: 


:[7=9@ 
2x8) 
\r=x ap. 
Um die Kurve als Verein von Elementen II. Ordnung dar- 
zustellen, ziehen wir das System (2) heran. Da hier dx und dq 
willkürlich sind, so nimmt dies System folgende Form an: 


4 


(3) a a a A 
oder, wenn x, v, z Funktionen einer vierten unabhängigen Variabeln 
sind, und wir die Differentialquotienten nach dieser Variabeln mit 
x’, y', z bezeichnen, so wird (3) folgende Form annehmen: 


(3a) r:s:t:u:v—y”:—xy:x?:0:px’—gy’—z". 


Man überzeugt sich leicht, daß sowohl bei (3) wie bei (3a) die 
Gleichung (1) identisch erfüllt ist und daß außerdem jedes Element 
x, y, z, p, q der Kurve ein Element II. Ordnung bestimmt. 

Die Gleichungen eines Punktes seien: 


32 Ay DEZ 
Die Elementkoordinaten II. Ordnung werden durch System (2) 
gegeben, wenn man beachtet, dab dp und dq beliebig sind. Man 
findet: 
(4) Desse- AU 


während v eine beliebige von Null verschiedene Größe ist. 

Hier ist wieder (1) identisch erfüllt, und es ist jedem Element 
x, y,z,p, q des Punktes ein bestimmtes Element II. Ordnung zu- 
geordnet. 

Aus den Gleichungen (3) und (4) entnehmen wir schon jetzt 
die beiden Tatsachen, daß der Inbegriff aller Kurven durch die 
Gleichungen: 


=) 
9 | 5 
0) I\t-2—0 
definiert ist und der Inbegriff aller Punkte dureh die Gleiehungen : 
(4) Den ne 


Damit hätten wir den analytischen Apparat, den wir bei unsern 
späteren Untersuchungen benutzen werden, gegeben. Wir fügen aber 


er 


gleich hier noch einige Bemerkungen an, die später gebraucht werden, 
um dort den Gang der Untersuchung nicht unnötig unterbrechen 
zu müssen. 


Hat man eine Schar von ©? Vereinen von je ©?” Elementen. 
I. Ordnung: 


Fı (X, Y, 4 P; 4) —— % (k —1n2,9) 
wo in der Funktionalmatrix: 
oF, OR, oR 0 ak, 
EHER Be | 


OR, 
OX 
0 R, * . . 0 F, 
OxX 4 


nicht alle dreireihigen Determinanten verschwinden, so geht, wenigstens 
innerhalb eines gewissen Bereiches, durch jedes Element x, y, z,p, 4 
des Raumes ein und nur ein Verein der betreffenden Schar. Dem- 
nash ordnet die Schar jedem Elemente I. Ordnung des Raumes (x, y, 2) 
ein ganz bestimmtes Element II. Ordnung zu. Nach dem Vorher- 
gehenden ist nun jedes Element II. Ordnung bestimmt durch drei 
unendlich benachbarte Elemente I. Ordnung, die alle drei demselben 
Verein angehören. Wollen wir die Größen r, s, t, u, v durch Bildung 
der betreffenden zweireihigen Determinanten berechnen, so müssen 
wir folgende zwei Gleichungstripel: 


Des 


OB 0 Mi I: 3) 


nach je drei entsprechenden der Größen dx:dy:dp:dq und 
öx:dy:dp:dgq auflösen. Jede der Größen r,s, t, u, v ist dann mit 
demselben Faktor versehen, nämlich mit der zweireihigen Deter- 
minante, die aus den zwei Paaren von Differentialen a und d, nach 
denen nicht aufgelöst war, gebildet ist. Die Verhältnisse r:s:t:u:v 
sind demnach vollkommen bestimmte Funktionen von x, y, zZ, P, 4. 
etwa: 


(6) r:s:t:u:v—L, ZB, ):—K:H:—N:—M, 
wo die Größen H, K, L,M, N die Beziehung (1): 
(6) HL— K?’— MN 


identisch erfüllen. 


RT 


Wie im Anfang schon bemerkt, läßt sich jede Schar von »° 
Vereinen von je ©” Elementen I. Ordnung durch eine geeignete Be- 
rührungstransformation in die Schar aller Punkte überführen. 

Für die Punkte bestehen stets die Gleichungen: 

(4) TS euere, 

wo v beliebig aber von Null verschieden ist, Dabei wird vermöge 
(4) das System (2) ein vollständig integrables Pfaffsches System: 
(4) reed de | 
und liefert integriert eben die Punkte des Raumes. Da überdies das 
System (2) und (2) bei allen Berührungstransformationen invariant 
bleibt, so ist klar, daß das System (4°) gegenüber allen Berührungs- 
transformationen mit (4) invariant verknüpft ist. 

Es sei nun allgemein eine Schar von &” Elementen I. Ordnung 
gegeben derart, daß jedem Element I. Ordnung x, y,z,p,q ein 
Element II. Ordnung zugeordnet ist. Eine solche Schar wird durch 
(6) definiert, wo (6’) erfüllt ist. Wir fragen, wann diese ©? Ble- 
mente II. Ordnung zu einer ‘Schar von ©” Vereinen von je o” Ele- 
menten I. Ordnung gehören von der vorhin betrachteten Art. 

Wenn sich die durch (6) und (6’) definierten &° Elemente 
II. Ordnung an &* Vereine von je ©” Elementen I. Ordnung an- 
schließen sollen, so können wir offenbar diese »®” Vereine von je 
»” Elementen I. Ordnung durch Berührungstransformation in die 
Punkte überführen. Hierbei gehen die durch (6) und (6) definierten 
Elemente in solche über, wo sich je ©” Elemente an einen Punkt 
anschließen. Wir müssen also fordern, dab das Gleichungssystem (6) 
durch Berührungstransformation auf die Form (4) gebracht werden kann. 

Soll dieser Fall eintreten, so muß offenbar das System (2) mit 
(2) vermöge (6) in ein Pfaffsches System: 

da — pdx— qdy=0 

— Ndp+Ldx—- Kdy=0 

cn) — Ndq—Kdx+ Hdy=0 

Hdp—+ Kdq— Mdx = 0 

Kdp+Ldqa— Mdy=0 
übergehen, das durch Berührungstransformation die Form (4) er- 
halten kann. Da (4) unbeschränkt integrabel ist, so muß also auch 
(7), das wegen (6’) drei unabhängige Gleichungen enthält, unbeschränkt 
integrabel sein. Diese notwendige Bedingung ist aber auch hin- 
reichend, da obiges integrable Pfatfische System die Gleichung 


RENTE 


da—pdx— qdy=0 enthält und also durch Integration eine Schar 
von ©” Vereinen von je co” Elementen I. Ordnung liefert, die durch 
Berührungstransformation in die Punkte übergeführt werden können. 
Bei dieser Berührungstransformation verwandelt sich (7) in: 


0x = dyesdzest 


und also (6) in (4). | 
Zur Aufstellung der Integrabilitätsbedingungen für (7) benutzen 
wir folgenden Satz von Frobenius: 


Soll ein System von m Pfaffschen Gleichungen: 


) . («) 
zadx=a dx, —+ r Er Zn EM Ha ln (ze) 


unbeschränkt integrabel sein, so ist notwendig und hinreichend, daß 
die m bilinearen Kovarianten: 

oYradx — d?adx — "(da dx — dadx) = Ya,gdx, dxz 
wo: 


vermöge der Pfaffschen Gleichungen identisch verschwinden. 
In unserm Falle finden wir die Bedingungen: 


— (dN dp — dpdN) + (dLöx — dx dL) — (dKdy—dydK)—0 
— (dN dq — dqdN) — (dAKdx — dxdK) + (dHdy— dydH)—=0 
(dH dp — dp dH) + (dKdq — dq OK) — (dM dx — dx dM) — 0 
(dK öp — dp dK) + (dLög— dqdL) — (AM dy — dydM — 0 


Entwiekeln wir die erste Gleichung, so wird: 
— [(Nx — pNz) (dxdp — dpox)—+ (Nx + qN,) (dydp — dpoöy) + Ny (dqdp — dp dq)] | 
— [(Ly —+ qlz) (dyodx — dxöy) + Lp (dpdx — dxöp) + La (dqdx — dx do] —(0 
— [(Kx+pK,) (dxöy — dy öx) + Kp (dpdy — dyoöp) + Ka (dqdy — dy dq)] 


Setzen wir hierin für die Determinanten (dxdp — dpox)--- 
die chenden Werte aus (6) ein, so erhalten wir: 


— [+ DNJK+ OU, +aNJL+ NM] 
ar. q DNA, BEE. —0 
BIT RONIE ERIK 


SE TEE 


oder, wenn wir, wie es durchweg in dieser Arbeit geschehen soll, 
folgende Abkürzungen benutzen: 


here of 
U oe, 
TR of Br 


er dz 


so nimmt obige Bedingung folgende Gestalt an: 


dK. „EN Sal UN Ss cK, oh LS 
N——— K-— +N-- ——K H— — K——- M— —0 
X Se d’y ee an 04q 24 2q 


Ebenso finden wir noch drei analoge Gleichungen. 

Damit haben wir folgendes Resultat gewonnen: 

Damit ein vorgelegtes System (6) eine Schar von »” Vereinen 
von je »” Iulementen I. Ordnung defimiere und also durch Berührungs- 
transformation auf die Form (4) gebracht werden könne, ist notwendig 
und hinreichend, dass folgende Bedingungen identisch erfüllt sind: 


HL— K’—MN 


OK ee dL d’N oK oL oL oK oN 

N N-——L L——K — H— - Ka 

| dx ex d’y ayt op u 2q 2q 2q 
INT ! !. ! N 

Me N 1 Nur [,? HRS HM + RO HI =0 
d’x d’x d’y d’y op op dp dq 


@H dk Hd a aM 
K Hersaa] 9 rs [R I EM 
d’x ix d’y d’y IT en Mt 04 0q 
_dL _&Ko EM dk. Salbe: aM- an 
ge Keen er u 
| da d’x Te ai d’y d’y konz ie tag Ka 


Zum Schluß dieses Kapitels wollen wir noch einige Bemerkungen 
über Streifen von ©! Elementen I. Ordnung machen. 

Haben wir einen Verein von ©! Elementen I. Ordnung oder 
kurz einen Elementstreifen: 


— al): Hi); 2 —=: Al) 
pa Dee 
wo zwischen den rechten Seiten die Beziehung (2): 


ZI. Re 


IE 


für alle Werte 4 identisch erfüllt ist, und wo =’... Ableitungen nach 
) bedeuten, so gehört dazu stets ein ganz bestimmter Verein von &” 
Elementen II. Ordnung. 

Um den Verein von ©” Elementen Il. Ordnung zu erhalten, 
der zu unserm Streifen gehört, müssen wir jedenfalls verlangen, dab 
die Bedingungen der vereinigten Lage zweier unendlich benachbarter 
Elemente II. Ordnung erfüllt sind. Es muß also System (2) erfüllt 
sein. Dies nimmt hier folgende Form an: 


uf’—+r2+sYH—0 

& uf +s2+t34—0 
co” re en 
— sm {rk +vH#—0 


Hierdurch sind aber stets drei der Größen r, s, t, u, v durch 
die übrigen bestimmt. Denn nehmen wir an: 


1. 7° -—0, dann lassen sich u, s, t durch r und v ausdrücken: 
1%; H' 
SE I 11 == ır V 
Rn HK’ — &’ I! 
t = EB) r— on V 
IE LiSo 
ah TAN HIER Es FAR 
en — Der & I SEAN V 
TI IR: 
2. ’=0, aber K’==—0, dann lassen sich r, s, u durch t und 
v ausdrücken: 
{ Se au \ 
K 
H' 
Ir=——\ 
K' 
> 4 
u=e— —.v— —t 
FR RR 


Bu 1] — Kid dannist v0 und es’wird: 
T78:euy= 0H,°:— 02° H'.62"%:0:0 


wo oe und o beliebige sind. 
| In jedem dieser drei Fälle ist außerdem die vierte Gleiehung 
von (2””) eine Folge der drei angegebenen, und wir erhalten daher 


immer zu den c! Elementen I. Ordnung eines Streifens grade & 


Fa ae 


Elemente II. Ordnung, die einen Verein bilden. 


Wir notieren zunächst den Satz: 


2 


Zu jedem Verein von »! Elementen I. Ordnung gehört ein ganz 
bestimmter . Verein von »” Ivlementen II. Ordnung. 


Wir betrachten nunmehr eine Schar von &" Streifen von je &! 


Elementen I. Ordnung: 


nn u on nen 


on) 
A 
Pt) 
De Ilinc Gy... 
(= Aloe 


Cm) 


. N 


und wollen verlangen, daß jeder Streifen einer Schar von 
angehört, die sich zu einem Verein von »” Elementen 


schließen. 


oo! Streifen 
zusammen- 


Dies kann offenbar nur dann eintreten, wenn die Streifen so 
beschaffen sind, dab es zu jedem Streifen €, €... Cm 
einen unendlich benachbarten Streifen ec, + de. ,—de,... Cm + de, 
gibt, derart, dab jedes Element des Streifens ec. mit dem unendlich 
benachbarten Element des Streifens c.—- dc vereinigt liegt, oder 
wie wir es ausdrücken wollen, wenn es zu jedem Streifen ce. einen 
unendlich benachbarten e.—- deu gibt, der in seiner ganzen Aus- 
dehnung mit dem Streifen c. vereinigt liegt. 


mindestens 


Haben wir. zwei unendlich benachbarte Streifen, €, &...Cm 
und &, —de, %&—-de,...Cm + den, so sind die dem Elemente 4 des 
Streifens c. unendlich benachbarten Elemente des Streifens &. — deu 


dureh: 


bestimmt, wo: 


und dy...dq analoge Bedeutung haben. 


dıx—=Z’diA—+0dx 


m 2) u 


x ON 
0X — a —— (Cu 


1 0Cu 


Sollen nun diese beiden Streifen in ihrer ganzen Ausdehnung 


vereinigt liegen, so muß die Bedingung: 


dz— pdx— qdy 


Y — 1b — 


für jeden Wert / erfüllt sein, oder da der Faktor von d4 hier identisch 
verschwindet, so muß der Ausdruck: 


A=0d2 —PpoxX— qdy— Su en Ar — ) 
ı N06u Cu Cu 
für jeden Wert von 4 verschwinden. 

Soll zu jedem Streifen c„ ein unendlich benachbarter existieren, 
der mit ihm in seiner ganzen Ausdehnung vereinigt liegt, so darf 
die Gleichung /=-0 bei beliebigen 4 höchstens m — 1 unabhängige 
von / freie Pfaffsche Gleiehungen in den ec. allein nach sich ziehen, 
es muß also / in der Form: / 


m 


1 
Mid pi (7, 66%... Ei) . Zu Yı (e, Gy... Cu) deu 
1 1 


darstellbar sein, wo l<{m ist, oder / muß einer bestimmten linearen 
homogenen Differentialgleichung 


Be I AR 
di! > } PAR ve 12.2.9253 0m Wa; 


genügen, wo I<m ist. 
Dazu ist notwendig und hinreichend, daß der Rang der Matrix 
die man erhält, wenn man die Koeffizienten der deu in 


dy did 
RER Be 


hinsehreibt, gerade gleich 1 ist. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so läßt sich / in der ange- 
gebenen Form darstellen, und die  Integralkurven des Pfaffschen 
Systems: 


m 
Zu Yıu deu za) (i zul. N) 
1 
bestimmen alle Vereine von &” Elementen, die aus den ©" Streifen 


gebildet werden können. 


Kapitel I. 


Die Relationen zwischen r, s, t, u, v, denen der In- 
begriff aller Integralkurven einer Mongeschen Gleichung 
genügt. 


In diesem Kapitel stellen wir die partiellen Differential- 
sleichungen ll. Ordnung, oder, wie wir im folgenden immer sagen 
werden, die Relationen zwischen r, s, t, u, v auf, denen gewisse 
Kurvenscharen genügen. 

Zunächst stellt die Relation (1) eine Gleichung dar, die von 
den Elementkoordinaten II. Ordnung erfüllt wird. Außerdem haben 
wir schon im vorigen Kapitel die Bemerkung gemacht, daß jede 
Kurve der Gleichung u=0 genügt. Damit geht die Relation (1) 
über in rt—s’—0. Jede Kurvenschar genügt also den beiden 
Gleichungen: | 


(9) | I 0 


Disc 


Wenn die Kurvenschar einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
I. Ordnung, einer Mongeschen Gleichung, genügt, so zieht diese stets 
noch eine dritte Relation zwischen r, s, t, u, v nach sich. 

Eine Mongesche Gleichung, die homogen in den Differentialen 
ist, wird erfüllt durch alle Punkte und durch ©” Kurven. Sie sei 
gegeben in folgender Form: 


2. (X, Var yEIE)) 


wo x, y, z Funktionen einer unabhängigen vierten Veränderlichen A 
sind. Nun wird jede Integralkurve der Mongeschen Gleichung als 
Elementverein durch Gleichungen von der Form: 


| XS (U) (4) 
l y=P(A) 
‚NEE X (4) 
| xp uy 


dargestellt und ihre Elemente II. Ordnung durch die Gleichungen: 


(3a) T:8::u:v=y”:— x y:xX?:0:pxX0 4 gy' zZ 


Daraus folgt: 
X:y:7 —=t:—s:pt — gs 
—8:—r:ps — qr 
Durch Substitution dieser Werte in die Mongesche Gleichung 
erhalten wir folgende Relation zwischen r, s, t, u, v: 


2(x, y, 2, 1:—8s:pt — q)=0 
oder 2(xX, J, 2, 8: —T:ps — ar) =0 
die von allen Integralkurven der Mongeschen Gleichung befriedigt 
wird. 
Ist die Mongesche Gleichung von z’ nicht frei und benutzt man 


x als unabhängige Veränderliche, so wird x’ —=1 und die Gleichung 
erhalte durch Auflösung nach z’ die Form: 


"= u(%, y%Y) 


Die Elemente ll. Ordnung einer beliebigen Integralkurve sind 
dann dureh die Proportionen (3) bestimmt, und es ist also: 


y?:— y:l=tr:s:it. 


Hier kann keine der Größen r, s, t für den Inbegriff aller 
Integralkurven der Mongeschen Gleichung verschwinden. Wäre 
nämlich für alle diese Integralkurven r—=0, so würden entweder 
s und t beide auch verschwinden, dann aber hätten wir keine 
Integralkurven, sondern bloß den Inbegriff aller Punkte, oder es 
müßte y'_—0 sein, was auch nicht für alle Integralkurven der Glei- 
chung zZ—=w eintreten kann. Ebensowenig kann s oder t für alle 
Integralkurven verschwinden. 

Wir können daher setzen: 


Ka 


a 
| lei 
und finden, daß der Inbegriff aller Integralkurven der Mongeschen 


Gleichung: 


20 8 Y, 2, u 


auch die Gleichung: | 
S | S 
et (x Mar ) 
befriedigt. 


Lier. 2 


Hieraus folgt, daß jede Kurvenschar, die einer Mongeschen 
Gleichung genügt, einer Relation zwischen r, s, t, u, v genügt, die 
durch das Bestehen der Mongeschen Gleichung bedingt wird. 

Dieser Satz läßt auch die Umkehrung zu. Denn genügt die 
Kurvenschar außer den Relationen (9) noch einer der beiden 
Relationen: | 

2(x, y, 2; t:—8s:pt — qs)—= 0 


S Ss 
oder: eh (s ı 


so genügt sie einer Mongeschen Gleichung von der Form: 


DIV EEE 


oder: 
2 —uR%,y,2,Y) 
Man braucht ja nur die Substitutionen: 
t:—s:p —qs=x:y:z 
bzw. 


Ss ’ S ’ 
ed 


auf die betreffende Relation zwischen r, s, t, u, v auszuführen, um 
auf die Mongesche Gleichung zu kommen. 

Die gefundenen Relationen zwischen r, s, t, u, v lösen wir 
nach s:t auf und erhalten eine Relation von folgender Gestalt: 


a(X, y, 2, P. y-s+P&, Y,2Ppqg) t=0. 


Damit haben wir gefunden, daß jede Kurvenschar, die einer 
Mongeschen Gleichung genügt, ein System von Relationen zwischen 
Tr, Ss, t, u, v von folgender Gestalt erfüllt: 


Us=_() 
tt — ?’—0 
Ss == bt — 
oder das damit äquivalente System: 


et) 
(10) ar Pt —0 
os + Ppt—=0 


Wir fassen das Resultat in folgenden beiden Sätzen zusammen: 


BT 


1. Jede Kurvenschar erfüllt folgende beide Relationen zwischen 
Bu v 


| Ve) 
9 
D ae 


2. Jede Kurvenschar, die einer Mongeschen Gleichung genügt, 
erfüllt stets drei lineare homogene Relationen zwischen r, s, t, u, v 
von folgender Gestalt: 


I) 
as —+ Pt = 0) 


wo die Funktionen « und 9 von ©, Y, 2, pP, Y noch gewissen Be- 
“ dingungen genügen, weil sie durch Auflösung einer Gleichung von 
der Form: 
S S 

Bes: — WI %,y,2; 107 
oder 

2(x%, y, 2; t:—s:pt— 95) =(, 
nach s:t entstanden sind. 

Als Beispiele wollen wir die Relationen zwischen r, s, t, u, v 
aufstellen, denen eine Kurvenschar genügt, die eine Pfaffsche 
Gleichung oder eine Mongesche Gleichung I. Grades erfüllt. 

i. Genügt die Kurvenschar einer Pfaffschen Gleichung: 

xX&y9d+Y&y2dy+Z&y,2)da=0 
so wird die zugehörige Relation zwischen r, s, t, u, v, folgende sein: 
Xt-- Ys-+Z(pt — gs) = 0 
oder: 
X+p2t—- (Y+q42s=0. 
Die Kurvenschar genügt demnach folgendem System: 
Le) 
X+p2).s—-(Y+42):r—=0 
&+p2)-t—(Y+qg2).s=0. 


2. Genügt die Kurvenschar der Mongeschen Gleichung Il. Grades: 


« 2 rs: 2 7 2 . r [7 ‘ [7 7 € Tr — 
a,,dx®+a,dy’— a,, da’ + 2a,, dydz-+ 2a, dadx+2a,dxdy=0, 


Ein 


wo die a; Funktionen von x, y, z sind, deren Determinante nicht 
verschwindet, so wird die zugehörige Relation zwischen r, s, t. u, v 
folgende: 


a,,1°7+2,,5?+ a,, (pt— qs)— 2a,,s(pt—qs)+ 2a,, t(pt— 48) —2a,8t=(0. 


Benutzen wir die Relation rt—s?—0 so geht die Gleichung 
über in: 
at + art + a,, (pt? — 2pqst—+ q’rt) — 2a, (pst —qrt) + 2a,, (pt? —qst) 
— 22,80. 
Da t nieht für alle Integralkurven der Mongeschen Gleichung 
verschwinden kann, so können wir durch t dividieren und erhalten 
dann insgesamt für unsere Kurvenschar folgendes System von 
Relationen zwischen r, s, t, u, v: 
uU 
rtt— ?—0 
(a9 + 9°; 424-2 )r—2 (Pas + PA + YA + 5) (Aı + Pa +2pa,,)t—0 


ein System, das durch Auflösung einer quadratischen Gleichung die 
Form (10) erhalten kann. 


Kapitel II. 


Die Relationen zwischen r, s, t, u, v, denen Scharen 
von »"(n>4) Kurven genügen. 


Im vorhergehenden Kapitel haben wir diejenigen Relationen 
zwischen r, s, t, u, v besprochen, die jede Kurvenschar erfüllt, und 
die, die aus dem Auftreten einer Mongeschen Gleichung folgen. 

Ob eine vorgelegte Kurvenschar noch weiteren solchen Re- 
lationen genügt, das wird davon abhängen, wievielfach unendlich 
die Kurvenschar ist. Im folgenden wollen wir die einzelnen Fälle 
untersuchen. 

Wir betrachten nur Kurvenscharen, die den ganzen Raum er- 
füllen und beginnen mit den dreifach unendlichen Kurvenscharen. 
Eine Kurvenschar von »®? Kurven mit den Gleichungen: 
| N (0X aan a 


RER, 


erfüllt stets eine Mongesche Gleichung. Denn es lassen sich aus 
diesen beiden Gleichungen, zusammen mit den beiden folgenden: 


| ve 


RAT 
die drei Parameter a; eliminieren. Die Mongesche Gleichung sei 


folgende: 
2—w(%, y,24y). 
Dann wissen wir, daß unsere Kurvenschar ein System von der Form 
(10) erfüllt. | 
Außerdem erfüllt sie noch eine vierte Relation zwischen r, s, 


raw v.. Nach: (3). ist: 


v+(2"—qy')t=0. 
In unserm Falle aber ergibt sich durch Elimination von 
A, 29, &, Noch: 
y-hRy2y) 
V"—=IXy,,y)=wsty0,+0W,-4%, wy 
und außerdem wird: 
ERS 
Y mw t? 
denn man überzeugt sich leicht, daß keine der Größen r, s, t für 
alle Kurven unserer Schar verschwinden kann. Damit erhalten wir 
als vierte Relation zwischen r, s, t, u, v folgende: 


v Eur S. z : 
He y, Z, 10) 0, 64 Yı db, *)) =. 


Jede Schar von &° Kurven, die den ganzen Raum erfüllt, 
genügt demnach vier Relationen zwischen r, s, t, u, v von folgender 
Form: | | 


| DU 
a (X, Y: 4 P) RE 
| a-s+P-.t=0 
I v 


ie S EN S 
| TR (% (a 2 > 3) u MOST ir )) ul 
oder. was auf dasselbe hinauskommt: 


5 5 
et erlernte 02, Neunyzef)- 2 r 4 r 
PEN he ET. 1% BZ, a]. 


re Sn 


Das stimmt damit, daß die Kurvenschar eine Schar von &* 
Vereinen bildet. 

Wenn wir zu einer Schar von &* Kurven übergehen, so müssen 
wir einen Unterschied machen, ob diese einer Mongeschen Gleichung 
genügt oder ob sie keiner genügt. 

Angenommen, die Kurvenschar genüge keiner Mongeschen 
Gleichung, dann lassen sich die vier Parameter a, der Kurvenschar 
noch nicht aus folgenden vier Gleichungen eliminieren: 


Vi ade 
DE RA As Ar, ) 
y=p 
= ir 
Die Elimination wird erst möglich, wenn man die Gleichungen 
hinzunimmt: & ” 
er 
y" en Y 


Die Kurvenschar genügt dann zwei gewöhnlichen Differential- 
gleichungen II. Ordnung von folgender Gestalt: 


y” = N (x, y, Z, 27% zZ) 
2 — LI y,2.y,2) 
Dadurch sind alle höheren Abteilungen von y und z bestimmt. 


Welchen Relationen zwischen r, s, t, u, v genügt diese Kurvenschar ? 
Nach (3) ist: 


T+s:-y—=0 
| s+t-y—0 


| ee 
J 
\ 


v+@”+g4-7).t=0 

Hier kann y’ nicht verschwinden, da y’ 0 für die Kurven- 
schar eine Mongesche Gleichung wäre. Ebenso kann weder r, noch 
s, noch t verschwinden für alle Kurven der Schar. Demnach wird: 


r S 
1% re a 

[ ev t 
N ee pP o— ({ 


a 


Setzen wir diese Werte in die Gleichung: 


v+(2’+q4:y)-t=0 


ein, so erhalten wir die Relation: 
v «%2 S S S S 
MT BER n aht var a ENT re == 


Außerdem gelten die Gleichungen (9). 

Wir haben also folgenden Satz: 

Eine Schar von ®* Kurven, die keiner Mongeschen (Gleichung 
genügt, erfüllt drei und nur drei Relationen zwischen r, s, t, u, v, und 
diese können auf die Form gebracht werden : 


us) 
gene) 


- +(2& NE n— P—4 „1 1(%Y2;— „p-az))=0 


Die letzte Gleichung kann unter Umständen vermöge der zweiten 
linear werden. Es gibt demnach hier zwei Fälle: Entweder unsere 
Kurvenschar genügt nur einer, oder sie genügt grade zwei linearen 
homogenen Relationen zwischen r, s, t, u, v. 

Liegt der letztere Fall vor, so können wir die dritte Gleichung 
von (11’) in folgender Form schreiben: 


v—=0.r4+0-.s-+r-t. 
wo 0, 0, r Funktionen von x, y, Z, p, q sind und gewissen Bedingungen 
genügen müssen, weil die letzte Gleichung aus der dritten Gleichung 
von (11’) hervorgegangen ist. Es genügt dann die Schar von »" 
Kurven zwei linearen homogenen Relationen zwischen r, s, t, u, v, oder 
einem System von folgender Form: 


CKly 


UV 
(11) v—=_0:r+0.s+r-t 
1t —s’—0 


Wir nehmen nun an, daß die Schar von »* Kurven der 


Mongeschen Gleichung: 
2 =uX,y,24y) 
genügt. 
Dann lassen sich die vier Parameter a, aus folgenden Glei- 
chungen eliminieren: 


Re TO 


Ve (x, A, Ay, Ay, a,) 


Zu RE 2) 
REIN r 
VE 
!=Y—wR8,y,2y) 


: Hierdurch ist aber die Kurvenschar noch nicht vollstandig de- 
finiert. Die zweite, zur Definition erforderliche Differentialgleichung 
folgt durch Elimination der vier Parameter aus folgenden Gleichungen: 


Yrap (X, A), Ay, A, a,) 


2=4&a . . 2) 
vg 
y” me p" 
ur p" 


Es möge folgende Form der Differentialgleichung resultieren : 
IRA yy")- 


Dazu kommt dann noch eine Gleichung II. Ordnung, die aus 
zZ —=w durch Differentiation entsteht: 


"— ut yo towty"0y: 
Dadurch sind alle höheren Ableitungen von y und z bestimmt. 


Fragen wir nun nach den Relationen zwischen r, s, t, u, v, denen 
die Kurvenschar genügt, so erkennen wir, daß das Bestehen der 
Differentialgleichung y”’— 9 keine solche nach sich zieht, denn die 
Elementkoordinaten werden nach (3) nur durch die ersten und zweiten 
Ableitungen y’, z', y", z’ bestimmt, aber nicht durch y”’. Ebensowenig 
zieht die aus Z—=w entstehende Differentialgleichung II. Ordnung 
eine Relation zwischen x, y, Z. pP, 9,r, Ss, t, u, v allein nach sich. 

Unsere Kurvenschar genügt demnach einem System von der 
Form: 
il) 
(10) 1a-r+B-s=0 
28 


sonst aber keiner Relation zwischen x, y, z,p, 9,1, s,t,. u, v. 


. ® [} ra 3 
Bei einer Schar von »° Kurven: 


Yes. (x, A,, Ay, Ay, A,, a,) 
ZEN IR a a en 


die keiner Mongeschen Gleichung genügt, lassen sich, wie wir ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit annehmen können, die fünf Parameter 
a; erst aus folgendem Gleichungssystem bestimmen : 


BERARAREBENNE e) 
A 4 3% A), Ay, Ay, 4), a,) 


a 
ZN 
ve — op" 


Denn ließen sich die fünf Parameter aus den ersten vier Glei- 
ehungen eliminieren, so genügte die Kurvenschar einer Mongeschen 
Gleichung, was wir gerade ausgeschlossen haben. Durch Substitution. 
der a; aus obigen Gleichungen in die beiden folgenden: 


erhalten wir - als Differentialgleichungen der Kurvenschar zwei von 
folgender Form: 


2 


U =yRyYmy,2,Y) 
Durch Betrachtung der Gleichungen (3): 


2 =p 44 
r—+ sy —=0 
s+1ty —0 
v+(z’ —- qy)t=0 
folgt, daß unsere Kurvenschar nur die beiden Relationen zwischen 
,s,4u v liefert: 


DR Wii) 
( 9) rt s? — 0 


Setzen wir voraus, dab die Kurvenschar einer Mongeschen 
Gleichung: 


W nn RAY Z, W Z, y.) 


WR 7 u ler / 

"—=0(8,),24y) 
genügt, so lassen sich die fünf Parameter schon aus folgenden vier 
Gleichungen eliminieren: 


| Ar Bay ge dr Ag) 
21 —Y x A); Ag, Ag, A,, a,) 
ie 


/ / 
Z 


X 


in AI 


Durch die Mongesche Gleichung ist aber die Kurvenschar noch 
nicht völlig bestimmt. Die zweite gewöhnliche Differentialgleichung 
unserer Schar folgt durch Elimination der fünf Parameter a; aus 
folgendem System: 


Va DAR a, Ag dd, a,) 


Ze (X,) a 
v’ == p' 
y. ia p” 
vi Ze p" 


FLV#_—, 7 1LN 
KIEFER 
Die zweite Ditferentialgleicehung erhält folgende Gestalt: 
yY=I&,y,2,y,y',y”). 


Durch diese and die Mongesche Gleichung sind alle höheren Ab- 
leitungen bestimmt. 

| Wie bei einer Schar von ©' Kurven kann nur die Mongesche 
Gleiehung eine Relation zwischen r, s, t, u, v nach sich ziehen, da- 
gegen die zweite Differentialgleichung nicht. Wir finden also an 
Relationen zwischen r, s, t, u; v, denen unsere Schar von »? Kurven 
genügt, insgesamt ein System von der Form: 


ul) 
(10) ! ar Bs—=0 
| es + Pt=0 


Gehen wir nun dazu über, Scharen von ©° und mehr Kurven 
zu betrachten, so erkennen wir leicht, daß in bezug auf das Bestehen 
von Relationen zwischen r, s, t, u, v die Verhältnisse genau dieselben 
sind wie bei fünffach unendlichen Kurvenscharen. 

Denn genügt eine Schar von &" (n>5) Kurven keiner Monge- 
schen Gleichung, so wird von den beiden gewöhnlichen Differential- 
gleichungen, denen die Kurvenschar genügt, höchstens die eine von 
II. Ordnung sein, die andere sicher von höherer Ordnung. Solche 
Differentialgleichungen können aber keine Relationen zwischen r, s, 
t, u, v nach sich ziehen. Diese Kurvenscharen genügen daher nur 
einem System von der Form (9). 

Genügt andererseits eine Kurvenschar von ©" (n>5) Kurven 
einer Mongeschen Gleichung, so ist die eine der beiden gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen, die die Kurvenschar definieren, die 
Mongesche Gleichung und die andere ist mindestens von V. Ordnung. 


ai. a. 


Die letztere kann keine Relation zwischen r, s, t, u, v nach sich 
zieben, ebensowenig die Differentialgleichung II. Ordnung, die durch 
Differentiation der Mongeschen Gleichung entsteht. Demnach ge- 
nügen solehe Kurvenscharen, wegen der Mongeschen Gleichung, an 
Relationen zwischen r, s, t, u, v einem System von der Form (10). 

Wir stellen zum Schluß die gefundenen Resultate dieses 
Kapitels zusammen: 

1. Jede Schar von 2" (n>4) Kurven, die keiner Mongeschen 
Gleichung genügt, erfüllt nur folgende Relationen zwischen r, s, t, u, v: 


(9) | 2220) 


rt Bl, 


Demnach nur eine lineare homogene Relation zwischen r, s, t, u, v. 
« , 5 , I 


Dasselbe gilt von ewmer Schar von »* Kurven, die keiner 
Mongeschen Gleichung genügt, sobald das System von Differential- 
gleichungen II. Ordnung, das die Kurvenschar definiert: 


/ If n Se 
| Den Y, 2 nz) 
ik . ! ! 
2 —=pypRy%y,®) 


so beschaffen ist,. dass die Gleichung: 


Fee (X, y, 2; — „D—4, ) = q N es le) y. 0 


dnrch Benutzung von rt — 5” — 0 nicht linear und homogen in den 
r, Ss, t, v» gemacht werden kann. 

2. Eine Schar von »* Kurven, die keiner Mongeschen (Glei- 
chung genügt, beı der aber das System der beiden Differenti«l- 
gleichungen II. Ordnung, das die Schar definiert: 


REN 7 r NER 
Be N. Zuyz) 
LE IN 
2 ZADAR, Y, 2, y, 2) 


so beschaffen ist, dass die Gleichung: 
v u S S S S 
len Du) un nr) 
durch Benutzung von rt — Ss? — 0 linear und homogen in den r, s, t, 


u, v gemacht werden kann, erfüllt zwei lineare homogene Gleichungen, 
. oder ein System von der Form: 


| U.) 
(11) v—=g0-r4+0-.s4+r-t 
It —-s’— 


wo 0, 0, v Funktionen von x, y, 2, P, q sind. 

3. Jede Schar von »" (n>3) Kurven, die einer Mongeschen 
(leichung genügt, erfüllt ein System von Relationen zwischen r, Ss, t, 
u, v, das folgende Gestalt hat: 


[ Us) 
(10) al 900 
| as P-.t—0, 


unter « und B Funktionen von x, Y, 2, p, q verstanden. Die Schar 
erfüllt dann drei lineare homogene Relationen zwischen r, s, t, u, v. 
sonst aber keine Relation zwischen diesen Grössen. 


Kapitel IV. 


Die Relationen zwischen r, s, t, u, v, denen Scharen 

von o"(n >4) Flächen genügen. Bedingungen für die 

Überführbarkeit einer Flächenschar in eine Kurvenschar 
durch Berührungstransformation. 


Nachdem wir gesehen haben, welchen Relationen zwischen 
r. s, t, u, v eine Kurvenschar von &" (n >4) Kurven genügen 
kann, betrachten wir im folgenden solche Scharen von »" (n > 4) 
Flächen, die durch Berührungstransformation in Scharen von lauter 
Kurven überführbar sind. 

Zunächst wiederholen wir, dab jede dreifach unendliche 
Flächenpschar, als Inbegriff von &* Vereinen von je »” Elementen 
I. Ordnung, nicht nur in eine Schar von »”? Kurven, sondern auch 
in die Punkte übergeführt werden kann. 


Wir schließen ferner den Fall aus, daß die Flächenschar einer 
partiellen Differentialgleichung I. Ordnung: 


X, y,2Z DO, 


‘genügt. Denn dann kann, wie in der Einleitung des I. Kapitels 
bemerkt ist, die betreffende Schar von &” Flächen in eine Schar 
von &" Kurven der Ebene z—0 übergeführt werden. | 
Haben wir eine Schar von &* Flächen, so lassen sich die vier 
Parameter e; der Schar erst aus folgenden Gleichungen eliminieren: 


| 2—I(X, Y; C, & 63, C,) 
' Pek;gy=f, 
| lu tete... 

Lösen wir die drei ersten Gleichungen und eine der folgenden 
nach den vier Parametern auf und substituieren diese Werte in die 
beiden übrigen, so erhalten wir zwei partielle Differentialgleichungen 
IH. Ordnung. Führen wir hierin unsere homogenen Element- 
koordinaten II. Ordnung ein, so genügt unsere Flächenschar mit der 
Relation (1), drei Relationen zwischen r, s, t, u, v. 

Bei der Frage nach der Überführbarkeit unserer vierfach un- 
endlichen Flächenschar in eine Kurvenschar müssen wir folgende 
vier Fälle unterscheiden: 

1. Aus den drei homogenen Relationen zwischen r, s, t,.u, v folgt 
keine lineare. Dann ist die verlangte Überführung unter allen Um- 
ständen unmöglich. 

2. Aus den drei homogenen Relationen zwischen r, s, t, u, v folgt 
eine und nur eine lineare. 

In diesem Falle kann die Flächenschar dann und nur dann 
durch Berührungstransformation in eine Kurvenschar übergeführt 
werden, wenn das System der drei Relationen zwischen r. s, t, u, v 
durch Berührungstransformation auf folgende Form gebracht werden 
kann: 

ea 
rt — 3? —=0 


v a An; S S “ yon S Una... 
ben 44) 4:18 5 ,9-44))=0 


wo die letzte Gleichung in den r, s, t, u, v nicht linear ist und auch 
vermöge der zweiten nicht linear gemacht werden kann. 

Wir können auch sagen: Unsere Flächenschar ist dann und 
nur dann durch Berührungstransformation in eine Kurvenschar über- 
führbar, wenn die eine lineare homogene Relation zwischen r, s, t, u, v 
auf die Form u=0 gebracht werden kann. Die so entstehende 
Kurvenschar genügt dann keiner Mongeschen Gleichung. | 
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3. Folgen aus dem System der drei Relationen zwischen r, s,t,u,v. 
der Flächenschar zwei und nur zwei lineare homogene Relationen 
so läßt sich die Flächenschar in eine Kurvenschar dann und nur dann 
überführen, wenn das System der Flächenschar durch Berührungs- 
transformation auf folgende Form gebracht werden kann: 


[ ze) 
(11) v—=g0.74+0.s-+r-t 
Irtt—-’—= 


Die Kurvenschar genügt dann keiner Mongeschen Gleichung. 

4. Aus den drei Relationen zwischen r, s, t.u,v der Flächen- 
schar gehen drei lineare homogene Relationen hervor. Dann kann 
die Flächenschar dann und nur dann in eine Kurvenschar trans- 
formiert werden, wenn das System dieser drei linearen homogenen 
Relationen zwischen r,s, t, u. v durch Berührungstransformation in 
ein System von folgender Gestalt übergeführt werden kann: 


[ De 


(10) ! ar + 9.s—0 
a 

In diesem Falle geht unsere Flächenschar in eine Kurvenschar 
über, die einer Mongeschen Gleichung genügt. 

Wir wenden uns gleich zu Scharen von »" (n>4) Flächen 
Dabei kommen für uns offenbar nur solche in Betracht, die mindestens 
eine partielle Differentialgleichung II. Ordnung erfüllen, bei denen 
also entweder eine oder zwei partielle Differentialgleichungen durch 
Elimination der n Parameter ce, aus folgendem System hervorgehen 


(nt 


X, y; C; 5, ...) 
1 pe ir; (= [> 
It; Sr Tale, 


Diese Gleichungen machen wir homogen und haben damit 
wegen der immer geltenden Beziehung (l) im ersten Falle zwei 
Relationen zwischen r, s, t, u, v. im zweiten Falle drei solche Relationen, 
denen die Flächenschar genügt. 

Die Überführbarkeit der Flächenscharen ist dann in zwei Fällen 
möglich: | 

1. Aus dem System der Flächenschar folgt nur eine lineare 
homogene Relation zwischen r, s, t, u, v. In diesem Falle ist die 
Flächenschar dann und nur dann in eine Kurvenschar überführbar, 


wenn diese lineare homogene Relation dureh Berührungstransformation 
auf die Form u=0, oder wenn das System der Flächenschar in 
folgendes übergeführt werden kann: 


Url) 
(9) Uri ug 


Die Kurvenschar genügt dann keiner Mongeschen Gleichung. 

2. Folgen andererseits aus dem System der Relationen zwischen 
r,s,t, u, v der Flächenschar drei lineare homogene Relationen, so 
kann die Flächenschar dann und nur dann in eine Kurvenschar 
transformiert werden, wenn das System der drei linearen homogenen 
Relationen zwischen r.s,t, u,v durch Berührungstransformation in 
ein System von folgender Form übergeführt werden kann: 


Dr) 
(10) ars —0 
«Ss — Bt—=0 
Die Kurvenschar genügt dann einer Mongeschen Gleichung. 

Damit sind die Bedingungen für die Überführbarkeit der Scharen 
von ©" (n>3) Flächen in Scharen von ®" (n >3) Kurven begrifflich 
gegeben. 

Es kommt nun darauf an, die analytischen Bedingungen zu 
ermitteln, unter denen erstens eine vorgelegte lineare homogene 
Relation zwischen r, s, t, u, v nebst der Relation (1) durch Berührungs- 
transformation auf die Form des Systems (9) gebracht werden kann. 
zweitens unter denen zwei lineare homogene Relationen zwischen 
r,s,t,u,v und die Beziehung (1) auf die Form des Systems (11) 
gebracht werden können und drittens die Bedingungen, unter denen 
ein vorgelegtes System von drei linearen homogenen Relationen 
zwischen r, s, t, u, v bei Berührungstransformation in ein System von 
der Form (10) übergehen kann. 

Die Bedingungen für diese drei Fälle sollen in den folgenden 
drei Kapiteln aufgestellt werden. 


Kapitel V. 


Aufstellung der Bedingungen für die Überführbarkeit 

einer Flächenschar, die nur einer linearen homogenen 

Relation zwischen r, s, t, u, v genügt, in eine Kurven- 
schar. 


Wir setzen voraus, daß die Schar von ©” (n > 3) Flächen nur 
einer linearen homogenen Relation zwischen r, s, t, u, v genügt. 
Wir fragen, unter welchen Bedingungen läßt sich diese Relation 
durch Berührungstransformation auf die Form u=0 bringen? 

Die lineare homogene Relation setzen wir in der allgemeinsten 
Form (5) voraus: 


(5) Hr+-2Ks+Lti+Mu-+Nv=0, 
wo die Koeffizienten H, K, L, M, N Funktionen von x, y, z, p, q 
sind. 

Deuten wir, wie im Kapitel l, die homogenen Element- 


koordinaten r:s:t:u:v als homogene Punktkoordinaten in einem 
ebenen R,, so stellt die immer geltende Gleichung: 


(1) rt — s’— uv 


eine M, Il. Ordnung dar. Diese Gleichung bleibt, wie wir wissen, 
bei jeder Berührungstransformation invariant. 

Die Gleichung u=0 stellt nun eine ebene dreifach aus- 
‚gedehnte Mannigfaltigkeit dar und zwar eine Tangentialebene an 
die M, Il. Ordnung. Denn eine Tangentialebene an die M, Il. Ord- 
nung im Berührungspunkte r,:s,:t,:u,:v, lautet: 


tr +1, 629, .S—-y U—UV—(. 


Diese Tangentialebene geht für den Punkt „es, =t,=w-=0 in 
die Ebene u—=0 über. 

Andererseits stellt (5) auch eine ebene dreifach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit im R, dar, bei festen Werten x, y, z, p, q. Soll 
nun (5) in u=0 übergehen können, so muß (5) auch Tangential- 
ebene an die M, II. Ordnung sein, und zwar bei beliebigen x, y, z, 
p, 9. Als Berührungspunkt von (5) haben wir dann: 


(6) r:s:t:u:v—=L:—K:H:—-N:—M, 
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wobei für alle Wertsysteme x, y, z, p, q folgende Beziehung be- 
stehen muß: 
H:-L—K’=M.N. | 

Dies ist die erste Bedingung für die Koeffizienten H...N. 

Außerdem muß die Tangentialebene (5) mit dem Berührungs- 
punkte (6) in die Tangentialebene u—=0 mit dem Berührungspunkte: 
(4) ERENTO | 
5 Da nämlich bei jeder Berührungstransformation die 

‚t, u, v so transformiert werden, dab Tangentialebenen der M, 
1 ne wieder in Tangentialebenen übergehen. so Dehlishen 
wir nur zu verlangen, dab die Berührungspunkte ineinander über- 
gehen oder daß das Gleichungssystem (6) in das System (4) über- 
führbar ist, 

Die Bedingungen hierfür haben wir schon in Kapitel I auf- 
gestellt. Wir fanden das Bestehen des Systems (8). 

Somit lautet das erste Hauptergebnis unserer Untersuchung: 

Eine Flächenschar, die keine partielle Differentialgleichung 
1. Ordnung erfüllt und nur eimer linearen homogenen Relation 
zwischen Y, s, t, u, v: 


Hr+2Ks+-Lt+Mu+Nv=0 


genügt, ist dann und nur dann durch Berührungstransformation in 
eine Kurvenschar überführbar, wenn die Koeffizienten H, K, L, M, N, 
die Funktionen von x, y, 2, p, q Sind, folgenden Bedingungen genügen: 


HL— K’— MN =0 


N era ek yolı, 


Ba ud y in GR 207.720..704 
d’N N d’K gE Nie aH. eK, 
H- N EN. DE Eee nn 
d’x d.y un. DB Ta 04 04 3 


dH d’K “ d’K Kir oK oH oM 
> —_H- L a eg = 
Bin ac day opaap "age 75dq 


u a RR Ba 
d’y dp op 94 4 


4 


und —— 1“ die bekannten Bedeutungen haben. 


wo 
der dy 


Lier. 3 
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Kapitel VI. 


Aufstellung der Bedingungen für die Überführbarkeit 
einer Flächenschar, die zwei und nur zwei lineare, 
homogene Relationen zwischen r, s, t, u, v erfüllt, in 

eine Kurvenschar. | 


Wir betrachten hier eine Schar von »' Flächen und machen 
die Voraussetzung, daß diese zwei und nur zwei linearen, homogenen 
Relationen zwischen r, s, t, u, v genügt oder einem System von 
folgender allgemeiner Form: 


(Hrt2ßkstLtil-MıutINne 


(12) ı Br t2KR,s tut MutNv—o 
| rt — 5? — uv 
wo die Koeffizienten H;... N; Funktionen von x, y, Z, p, q Sind. 


Wir fragen, unter welchen Bedingungen das System (12) durch Be- 
rührungstransformation in ein System von folgender Form: 


Ins 
(11) a 
lo—=r—s? 


wo 0, 0, r Funktionen von x, y, Z, p, q Sind, übergeführt werden 
kann. 

Wir deuten, wie schon früher, die Größen r:s:t:u:v al 
homogene Punktkoordinaten in einem ebenen R,. Die beiden ersten 
Gleichungen von (11) stellen, bei gegebenem Wertsystem x, y, 2, P, (. 
zwei ebene dreidimensionale Mannigfaltigkeiten dar, die ein Büschel 
soleher Ebenen festlegen. Wir suchen nun unter diesen &! Ebenen 
die Tangentialebenen an die M, II. Ordnung aus. Dies machen 
wir, indem wir die Schnittpunkte der Polargeraden des Büschels 
mit der M, bestimmen. Die Tangentialebenen in diesen Punkten 
sind die gesuchten Ebenen. 


Die Polargerade ist bestimmt durch die beiden Pole der 
Ebenen u=0 und v=g.r-+0.s-+r.t in bezug auf die M,. 
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Der Pol der Ebene u = ist: 


Da U Ve EP Ol 


und der Pol der Ebene v=o.r—+0.s-+r-t ist: 


Bel. wrong 


also die Polargerade des Büschels: 


rein Tun =u:t 
sis, u, = —u'0 
t=/ith u =u.o 
u=4u + uU, = u 

ge AN, —uv, -=# 


Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der M, Il. Ordnung (1) sind 
durch die beiden Wurzeln A: der quadratischen Gleichung: 


Ta el 
gegeben. 
Nun ist u=0, wie wir wissen, Tangentialebene an die M,. 


Der Berührungspunkt ist: 


(4) Be av >.0::0%. 0% 081% 
Für diesen Punkt wird: 
er — 1:0 


Die zweite Wurzel unserer quadratischen Gleichung ist: 


ei), 
a 00. — 00] 


ö 


und demnach ist der zweite Schnittpunkt der Polargeraden mit der 
M, U. Ordnung: 


r:S:£:U:v=7:—0:0:1:07 — 0°. 


Da die beiden Wurzeln 4, :u, und 4,:u, immer verschieden 
sind, was auch o, 0, r für Funktionen von x, y, z, p, q Sein mögen, 
so sind in dem Büschel von Ebenen sieher zwei, und zwar zwei ver- 
schiedene Taugentialebenen an die M, I. Ordnung enthalten. 

Dieselben Überlegungen können wir bei dem System (12) an- 
stellen. Die beiden Ebenen: 


(Hr+2K,s+1,t+M,u+N,v—0 
(IB, r+2K,s+ Lt M,u+-N,v—=0 
definieren im R, ein Ebenenbüschel. Die Polargerade dieses Büschels 
ist bestimmt als Verbindungslinie der beiden Pole. Diese sind: 
BE 


A 1 


Ä u: —=Lu:—K:H:—N,:—M, 
28: mr lar KH: —N. Me 


und die Polargerade wird daher: 


r=(4L, +uL,) 
s—— (AK, +uK,) 
t—=()H, +uH,) 
u=— (AN —uN,) 
v=— (AM +uM,) 


wo 4 und u Verhältnisgrößen sind. 

Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der M, II. Ordnung be- 
stimmen uns die Berührungspunkte der Tangentialebenen, die in dem 
Büschel enthalten sind. Diese beiden Punkte sind bestimmt durch 
die beiden Wurzeln A, :u, und A,:u, der quadratischen Gleichung: 
(AH, + uH,) Abo Fu) AK, Hr uK,? = @M um 
oder: ! 

42 (H, L, Tas K,° E M, N,) m hat (H, L, = L, B, a K, R, Zr M, N, Per N, M,) 
+0.?2(, BL, —K’—-MN)—=0 

Diese Gleichung muß zwei verschiedene Werte für A: u liefern. 
Denn. soll System (12) durch Berührungstransformation in (11) über- 
gehen, so muß das eine Ebenenbüschel in das andere übergehen. 
Das Ebenenbüschel, das durch (11) definiert war, enthielt aber zwei 
verschiedene Tangentialebenen an die M, U. Ordnung. Bei unserer 
quadratischen Gleichung darf daher die Diskriminante nicht identisch 
verschwinden, d.h. 

LULILKH-2OR KUN NME MAT RK 
| (BL, — K,”’—M,N;) == 

Dies ist die erste Bedingung für die Koeffizienten von (12). 

Damit aber das Ebenenbüschel, das durch (12) definiert ist, in 
ein durch Gleichungen von der Form (11) bestimmtes übergehe, 
müssen wir verlangen, daß eine der beiden Tangentialebenen an die 
M, Il. Ordnung des ersten Büschels in die Ebene u—=0 übergehen 
könne, oder daß einer der beiden Berührungspunkte 4, :u, oder 
A,:u, in den Berührungspunkt von u—=0 überführbar sei. 

Diese notwendige Bedingung ist zugleich auch hinreichend. 
Denn verwandelt sich bei einer geeigneten Berührungstransformation 
die eine Tangentialebene des Büschels in die Ebene u=0, so 
erhält eine beliebige andere Ebene des Büschels entweder die Form: 


. VE y2P. 9). r+0-.s+r.t—0 
und dann ist unsere Forderung erfüllt, oder sie erhält folgende Form: 
0.T+0:.s+-r.t—(. 
Der zweite Fall kann aber gar nieht eintreten, weil die beiden 


Ebenen: 
IN 0) 
0.7T+0-.s+r.t= 0 

ein Ebenenbüschel bestimmen, das entweder zwei zusammenfallende 
Tangentialebenen enthält oder aus lauter Tangentialebenen besteht. 

Damit haben wir das Problem: Es sollen die Bedingungen dafür 
aufgestellt werden, daß eines der beiden Systeme von der Form: 
r:s’t:u:v—(AhL, + al,) :— (i Kk+ wiK,): (4 H, + uiH,) 


:— (AN +aN,):— (AM, + «iNM,) 
002) 


durch Berührungstransformation auf die Form: 
Tassen 0.02.0205] 
gebracht werden kann. 

Die Bedingungen hierfür sind schon im Kapitel I gegeben. Es 
ist nur nötig, dal das System (8) dadurch erfüllt werden kann, dab 
man L:— K:H:— N:—\M durch die Koordinaten eines unserer 
beiden Berührungspunkte 4;: u; ersetzt. 

Wir haben somit folgendes Resultat gewonnen: 

Eine Schar von »* Flächen, die keiner partiellen Differential- 
gleichung I. Ordnung, aber zwei und nur zwei linearen homogenen 
Relationen zwischen r, s, t, u, v genügt, oder folgendem Systeme: 

([Hr+2K,s+Lt+-Mu-—-N v0 
(12) I u+-N,v—0 
rules. SsUuV 


ist dann und nur dann durch Berührungstransformation in eine Schar 
von »* Kurven überführbar, wenn erstens der Ausdruck: 
(H, L, +L; H,—2K, K, > M, NEN! M;) 7® 4(H, L, Kr 

er M, N) (HB, L, 7 RK,’ Tr M, N;) 
nicht verschwindet und wenn zweitens wenigstens eines der beiden 
Wertsysteme: 


H:K:L:M:N=(4H, 4 «H,): (AK, + wK,):(k L + wLl,) 
(AM, + aM,): (Ai N, 4 uiN;,) 


un un ss 


Ha tRa gt N 


folgenden Bedingungen genügt: 


HL—K’=MN 


Ir ’ ’ INT e r n TR ARD 
NOS RO Nun LS en 22 
x d’y d’y op dp 04 o4q og 


dNa2%2(H d’N d’K oH oK AN. ea oK 
He Ne ZU KR San ee BER) — 
dx i a d’y . d’y ee Ei q er; 


Hau d.R dHerrdR ad’M oM „.oK oH „,oM 
a le N Nat a 


dL d’K d’M d’K dEreoM oL oK aM 
; = — K-—- +L——M— ——K— — 
dx day en op a Sg 


Die beiden Verhältnisse ),:u,, und 4,:u, berechnen sich dabei aus 
der quadratischen (Gleichung mit nicht verschwindender Diskriminante: 


?HL—-K’— MN)+/ice HH +L, B,—-2KR— MN —N,M,) 
+ u? (H, L, — R,’— M,N,) —=0. 


Kapitel VII. 


Aufstellung der Bedingungen für die Überführbarkeit 

einer Flächenschar, die drei linearen homogenen 

Relationen zwischen r, s, t, u, v genügt, in eine 
Kurvenschar. 


In diesem Kapitel sollen die analytischen Bedingungen auf- 
sestellt werden, unter denen eine Schar von ©" (n >4) Flächen, 
die drei linearen homogenen Relationen zwischen r, s, t, u, v genügt, 
durch Berührungstransformation in eine Schar von ©" (n>4) Kurven, 
die einer Mongeschen Gleichung genügt, übergeführt werden kann. 

Bei der betreffenden Transformation muß das zu der Flächen- 
schar gehörige System der drei linearen homogenen Relationen 
zwischen r, s, t, u, v in ein System von der Form: | 

je 
(10) e (X, Y;: 4 P; 4) r är P (X, Y,Z4P, g) el 
«eK y2Pp Vs +P&Ry,zpg)t=0 


Braga 


übergehen, das von allen Integralkurven einer Mongeschen Gleichung 
befriedigt wird. 

Zunächst suchen wir von diesem letzteren System gewisse 
Eigenschaften auf, die bei Berührungstransformationen erhalten 
bleiben. 

Wir deuten die Verhältnisgrößen r:s:t:u:v als homogene 
Punktkoordinaten in einem ebenen R.. 

Für jedes Wertsystem x, y, zZ, p, q stellen die drei linearen 
Gleichungen von (10) drei ebene dreidimensionale Mannigfaltig- 
keiten in dem betreffenden R, dar. Diese schneiden auf der M, 
II. Ordnung (1) eine gerade eindimensionale Mannigfaltigkeit oder kurz 
eine Erzeugende der M, aus. Die Punkte dieser Erzeugenden sind: 

TES LU: V AB NAD ALOERO SU, 
wo / und « zwei Verhältnisgrößen sind. 

Die erste Eigenschaft von (10), die offenbar bei jeder Be- 
rührungstransformation invariant bleibt, ist daher folgende: 

Durch das System (10) sind jedem Elemente I. Ordnung 
x, y, z, p, q ©! Elemente Il. Ordnung zugeordnet, deren Bildpunkte 
im R, eine Erzeugende der M, II. Ordnung darstellen. 

Die zweite, bei jeder Berührungstransformation invariante Eigen- 
schaft des Systems (10) ist folgende: 

Das System (10) besitzt eine und nur eine Schar von «#* 
Integralvereinen von je ©” Elementen I. Ordnung, die sich jedes- 
mal an einen Verein von «©! Elementen 1. Ordnung anschließen. 

Für das System (4) selbst sind diese Vereine von &' Elementen 
I. Ordnung die Büschel von Elementen I. Ordnung, die durch die 
Linienelemente der Mongeschen Gleichung bestimmt sind. 

Zunächst beweisen wir, daß jedes Büschel von Elementen 
I. Ordnung, das zu einem Linienelement der Mongeschen Gleichung 
gehört, einen Verein von Elementen II. Ordnung bestimmt, der das 
zu der Mongeschen Gleichung gehörige System von der Form (10) 
erfüllt. 

Ein beliebiges Linienelement der Mongeschen Gleichung: 


A) 8 Y, 2 y) 
hat die Koordinaten: 


Tr r r ! u I n y. ! . 
X Yor Zu For PX Yo: Zur Yo )- 


[7 


an 


Dadurch ist folgendes Büschel von Elementen I. Ordnung 
definiert: 


Xx—=X 
ya 
YA == Zo 
dr, (Ko: Yo: 20» Yo) wel N 
oder: 
X—X, 
ve 
Da Zo 


& (Kos Yor Zo> > 4) ° Yo = B Kos Yor Zus Pr 4) 0, 

wo « und # durch Auflösung von p=w, — q:)y, entstanden sind. 

Nach einer Bemerkung des Kapitels I schließt sich an jeden 
Verein von ©! Elementen I. Ordnung ein Verein von Elementen 
II. Ordnung an. Der Verein von Elementen II. Ordnung, der sich 
an unser Büschel von Elementen I. Ordnung anschließt, wird durch 
die angegebenen vier Gleichungen gegeben, wozu noch drei hinzu- 
treten, die sich durch Benutzung von (2) ergeben. Da in unserm 
Falle: 


| dx ey dl 


& dp=— er dq 
ist, so folgt aus (2): 


al) 
Iteni0 
s+t.y, =0, 
also erhalten wir durch Elimination von x,, Yo Zu Yo: 
“(%,y,2,P,9)s+P&y,2PpqN)-t=0. 
Es ist damit gezeigt, dab alle Vereine von &” Elementen 


II. Ordnung, die sich an die Linienelemente der Mongeschen Gleichung 
2! —=w(xX,y,z,y) anschließen, das System: 


u='0 
(10) lertaa 
a. s+P-t—0 
erfüllen, dem alle Integralkurven der Mongeschen Gleichung genügen. 
Die « und % in (10) sind Funktionen von x, y, z, p, q, die 


durch Auflösung der Gleichung p — 1, RN (x y,2, — -) nach s:t 


entstanden sind. 


ar Ye ae: 


Es ist nun noch nachzuweisen, daß die Schar der &* Integral- 
vereine von je ©” Elementen II. Ordnung des Systems (10). die 
sich an die ©' Büschel von Elementen I. Ordnung anschließen; ‚die 
einzige Schar dieser Art ist, die zu System (10) gehört. 

‘ Wir gehen vom System (10) aus. Dies wird durch folgende 
Werte der Größen r, s, t, u, v in allgemeinster Weise befriedigt: 


r:8:t:u:V—Aß?:— AoPß:ko?:0:u. 


Hiernach bestimmt jedes Element I. Ordnung x, y, zp,4 »!' 
Elemente Il. Ordnung, die das System (10) erfüllen und jeder Streifen. 
von ©! Elementen I. Ordnung definiert =? Elemente IH. Ordnung, 
die das System (10) erfüllen. Es fragt sich nur, wie ein Streifen 
von ©! Elementen I. Ordnung beschaffen sein muß, damit die dadurch 
bestimmten ©” Elemente II. Ordnung einen Verein bilden. 

Nun wissen wir, daß eine Schar von Elementen II. Ordnung 
dann und nur dann einen Verein bildet, wenn die Bedingungen der 
vereinigten Lage (2) und (2’) für je zwei unendlich benachbarte 
Elemente der Schar erfüllt sind. Es muß also folgendes Gleichungs- 
system für alle Werte 4:.u erfüllt sein: 


dz — pdx— qdy al) 
1 (#? dx — apdy) ll, 
) (aß dx — a” dy) = 


/(@dp + ep dg)+ udx— 0 
,(eadp + Pd udy—0 
Daraus folgt: 
Ar Suy = dz,= 0) 
| «dp +Pdgq —=O 
oder wenn man an die Entstehung von « und % denkt: 


Axlys=.dz =) 


Dieses System definiert alle Streifen von «©! Elementen I. Ord- 
nung, die die verlangte Eigenschaft haben. Allgemein integriert 
liefert es folgende Gleichungen: 


X—X, 
Yen 
21% 


AE Ater a, ! 
pe (20; Yo; 20» , ar 


Hier ist noch zu erwähnen, warum wir bei der Integration der 
Ölairautschen Differentialgleichung die allgemeine Lösung genommen 
haben. Die singuläre Lösung ist nämlich deshalb ausgeschlossen, 
weil bei ihr keine vierte Integrationskonstante y,' auftritt und weil 
sie deshalb nur »* Elemente I. Ordnung liefern würde, so daß nicht 
«durch jedes Element I. Ordnung des Raumes ein solcher Verein 
ginge. 

Unser Gleichungssystem stellt aber &' Elementstreifen I. Ord- 
nung dar, bei denen alle Elemente I. Ordnung eines Streifens immer 


! 


ein Linienelement xX,. Yo; Zu; Yo, @, der Mongeschen Gleichung: 
!—=0(y,2y) 
gemein haben. 

Wir haben damit folgenden Satz bewiesen: 

It “= w (x, y, z, y) eine Mongesche Gleiehung und (10) das 
zugehörige System von linearen homogenen Relationen zwischen 
7, s, t, u, v, so lassen sich die ©” Elemente I. Ordnung des Raumes 
auf eine und nur eine Art in «' Streifen von je a! Elementen 
l. Ordnung zerlegen derart, dab der zu jedem solchen Streifen ge- 
hörige Verein von Elementen II. Ordnung ein integrierender Verein 
des Systems (10) ist, und zwar sind diese »' Streifen die &* 
Büschel von Elementen I. Ordnung, die dureh die &' Linienelemente 
der Mongeschen Gleichung bestimmt sind. 

Die Eigenschaft des Systems (10), dab nur eine solche Zer- 
legung der ©” Elemente des Raumes in »* Streifen von je «&! 
Elementen I. Ordnung möglich ist, bleibt bei jeder Berührungs- 
transformation erhalten. Nur ist zu bemerken, dab bei einer be- 
liebigen Berührungstransformation die Elementbüschel in wirkliche 
‚Streifen von je ©! Elementen I. Ordnung übergehen können. 

Wir kommen nun zu der dritten, bei jeder Berührungstrans- 
formation invarianten Eigenschaft des Systems (10). 

Zunächst ist folgendes klar: Wenn zwei unendlich benachbarte 
Vereine von je ©"! Elementen I. Ordnung in ihrer ganzen Aus- 
dehnung vereinigt liegen, so bleibt diese Beziehung bei jeder Be- 
rührungstransformation erhalten. 

Demnach fragen wir, wann zwei unendlich benachbarte Ver- 
eine von je ©! Elementen I. Ordnung, die durch zwei unendlich be- 
nachbarte Linienelemente der Mongeschen Gleichung bestimmt sind, 
in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt liegen. Das ist offenbar nur 
möglich, wenn die beiden Linienelemente x, y, z, y,z2=o und 


Mn 


x—+dx,...z2-+-.dz, durch die die beiden unendlich benachbarten 
Büschel bestimmt sind, vereinigt liegen, wenn sie also _ die 
Gleiehungen: / 
| dy—-ydx=0 

ze ul v ze OXl 


erfüllen. Diese Gleichungen stellen ein zweigliedriges System von 
Pfaffschen Gleichungen zwischen den Konstanten der Streifen dar. 


Wir haben also den folgenden Satz gefunden: 


Damit zwei unendlich benachbarte der &' Streifen von je «' 
Elementen I. Ordnung, in die die ©”? Elemente I. Ordnung des 
Raumes durch System (10) zerlegt sind. in ihrer ganzen Ausdehnung 
vereinigt liegen, ist notwendig und hinreichend, daß ein gewisses 
System von zwei Pfaffschen Gleiehungen zwischen den Konstanten 
der Streifen besteht. 

Hierin liegt die dritte Eigenschaft des Systems (10), die wie 
die beiden ersten ebenfalls bei jeder Berührungstransformation er- 
halten bleibt. 

Damit haben wir drei, gegenüber jeder Berührungstransformation 
invarlante Eigenschaften des Systems (10) angegeben. Eine Flächen- 
schar, die drei lineare homogene Relationen zwischen r, s, t, u. v 
erfüllt, kann jedenfalls nur dann in eine Kurvenschar überführbar 
sein, wenn das System dieser drei Relationen zwischen r, s, t, u, v 
auch diese eben genannten Eigenschaften besitzt. Es ist dann nur 
noch zu untersuchen, ob diese drei Eigenschaften für die Überführ- 
barkeit der Flächenschar auch hinreichend sind. 


Wir gehen nun dazu über, die analytischen Bedingungen aui- 
zustellen, daß ein System von drei linearen homogenen Relationen 
zwischen r, s, t, u, v unsere drei Eigenschaften besitzt. 

Gemäß der ersten Eigenschaft soll das System der drei linearen 
homogenen Relationen zwischen r, s, t, u, v der Flächenschar auf 
der M, Il. Ordnung im R, eine Erzeugende darstellen. Diese sei 
bestimmt durch die beiden Punkte: 


BE UV BgyzDpQl RK, :D,: N, :M, 
T:8:6:u:v=15 0 K,:H,:=N,:—M, 
wo x, y, z, p, q beliebige, aber feste Werte haben. Dann sind alle 
&' Punkte der Erzeugenden in der Form enthalten: 


r—= (L,-+uLl,) 
s—=— (AK, +uKk,) 
t—= (HH, —+uH,) 
u 


(13) 
—= — (AN, -HuN,) 
I Ver AM ELeM)) 
und es müssen außerdem die Funktionen H;.. ® folgende drei Be- 


ziehungen für alle Wertsysteme x, y. z, p;q identisch erfüllen: 


[ H, Im ur, Zaun, —0 
(14) HL -KRZMN,—=0 
(LLSELHI SKK MN N MG 


Durch (13) zusammen mit den Bedingungsgleichungen (14) ist 
bei festen x, y, z, p, q eine Erzeugende der M, dargestellt. Bli- 
minieren wir aus (13) /:u indem wir in der Matrix: 


X s t u v 

L, —-KH—N —M 

L, —K,H, —N, —M, 
alle dreireihigen Determinanten Null setzen, so erhalten wir im 
ganzen zehn lineare homogene Gleichungen in den r, s, t, u, v, von 
denen aber nur drei unabhängig sind. Die durch diese drei Glei- 
chungen dargestellte Erzeugende können wir auch durch unser 
früheres System (12) unter Voraussetzung von (14) definieren. 

Wir nehmen daher an, daß unsere Schar von &" m>4) 

Flächen einem System von der Form: 


Hr ars DEM TN yo) 
(12) ı Hrt2aR,s+Lt+Mu-N,v—=0 


re ae ıYV 


genügt, wo die Relationen (14) identisch erfüllt sind. 

Damit sind wir der ersten Eigenschaft von (10) gerecht ge- 
worden. 

Gemäß der zweiten Eigenschaft darf es nur eine Zerlegung 
der ©” Elemente I. Ordnung des Raumes in o' Streifen von je 
» ' Elementen I. Ordnung geben, derart, daß der zu jedem solchen 
Streifen gehörige Verein von ®” Elementen ll. Ordnung ein inte- 
srierender Verein des Systems (12) ist. 


a 


Es seien x, y, z,p, q und x—+dx,...q—+-dq zwei unendlich be- 
nachbarte Elemente I. Ordnung eines solchen Streifens, so daß die 
Beziehung: h 
(2) dz—p dx—qgdy=0 
gilt. Das System (13) ordnet jedem der beiden Elemente x, y, z, p, g, 
und x+dx, ...q—-dq je »! Elemente II. Ordnung zu. Sollen diese 
einem integrierenden Vereine von &” Elementen II. Ordnung von 
(12) angehören, der durch den Streifen bestimmt ist, so müssen die 
Bedingungen der vereinigten Lage (2) erfüllt sein, und zwar oflen- 
bar für beliebige Werte A:u. Es müssen demnach folgende beide 
Systeme bestehen: Fa 

dz — pdx — qdy = 

N dp Eid ok 

I—N,dqa—K d«+H dy=0 

| H,dp+R,dqa—M, d«x—=0 

( K,dp 2.12.00, M, dy:—0 
dz— pdx— qdy=0. 

—N,dp+L,dx — K,dy—0 

(7b) —N,dqa—K,dx + H,dy=0 

H,dp+ K,dq — M,dx=0 

K,dp+L,dqa —M, dv=0 


Wir erinnern uns nun der Beziehung zwischen den beiden 
Räumen R, (dx:dy:dp:dq) und R, (r:s:t:u:v) im Kapitel IL. Da- 
nach bestimmt jede Erzeugende der M, Il. Ordnung im R, einen Punkt 
dx:dy:dp:dq des R,. Daraus folgt, daß durch die beiden Systeme 
(7a) und (7b) die Verhältnisse dx:dy:dp:dq vollkommen bestimmt 
sind. Sie werden bestimmte Funktionen der H;,, K;... und damit 
gewisse Funktionen von x, y, Z, p, 4. Führen wir z als unabhängige 
sechste Variable ein, so möge folgendes simultane System resultieren: 


(7a) 


dz | 
I dr MI (X, Y,ZP, q) 
d 
—=P&y2P9 


d 
Fri: Y,2P; q) 


— 46 — 


wo zwischen den linken Seiten folgende Beziehung identisch für alle 
Wertsvsteme x, y, 2, p, q besteht: 


—pX-+gY. 


Dies simultane System (15) liefert integriert ©’ Streifen von 
je ©! Elementen I. Ordnung. Sie mögen durch folgende Gleichungen 
gegeben sein: 


N Ze He, Xos Yo; Los Po: %) 
\ == 4 (zT; Xos Yo: Zo: Po» Go) 
| De II 2 Xos Yos Zus Po: g0) 


5 See (7; Xo: Vor Zus Po» 4) 


GER Rn Vorzal Go) 


In diesen Gleichungen ist eine Konstante überzählig. 


Wir sehen hieraus: Zu jedem System (12), das bei beliebigen 
x. y, z.p, q eine Erzeugende der M, II. Ordnung darstellt, gehört 
eine und nur eine Zerlegung der «©? Elemente I. Ordnung des Raumes 
in @* Streifen von je ©! Elementen derart, daß die ©” Elemente 
II. Ordnung jedes solchen Streifens einen integrierenden Verein von 
(12) bilden. 

Weil also unser System (12) die erste Eigenschaft besitzt, so 
besitzt es ohne weiteres auch die zweite. 

Unsere &* Elementstreifen (15) sollen durch Berührupgstrans- 
formation überführbar sein in die ©! Elementbüschel, die zu den 
Linienelementen einer Mongeschen Gleichung gehören. Dazu ist not- 
wendig, daß das simultane System (15) die dritte Eigenschait besitzt, 
d.h. die Bedingung dafür, daß zwei unendlich benachbarte Element- 
streifen in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt liegen, muß durch 
ein System von zwei Pfaffschen Gleichungen in den Parametern der 
Streifenschar ausgedrückt werden. Hierzu müssen die Funktionen 
X, Y, P, @ gewissen partiellen Differentialgleichungen I. Ordnung 
genügen, die wir nun ableiten wollen. 

Haben wir zwei unendlich benachbarte Streifen X,, Yo Zo: Por % 
und x, —+dx,, ... Qu — dq,, so liegen diese, nach der Schlußbemerkung 
des Kapitels I in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt, wenn die 
Beziehung: | 


J—=dn — pox — qdy—d, 


wo die dx, Öy, dz die Differentiale der 3, H, ..K nach den x,, Yo Zu; 
Po; 40 bedeuten, identisch für alle Werte 7 erfüllt ist. Die Gleichung 


a 


J/—0 soll also ein System von zwei Pfafischen Gleichungen in den 
Parametern X,, Yo; Zy; Po, Q, nach sich ziehen. Deshalb wird 4 folgende 
Form haben müssen: 


AI =9, (T;X9,Jo; Zo: Dos 0) -[&ı (Xo: Yo, Zo; Pos A) AH + Aıdyo F Yyıdzot 9, dp, + Eı dgo| 
+ 95 (75%, Jo; Z0: Po» 40) [a AK, + A, dyo + Y2 da, + 0, dpo+ & do], 


wo die Funktionen «; .... von r frei sind. 


Damit 4 diese Form besitzt, ist notwendig und hinreichend, dab: 


or Fe | 
zwischen 4, 17’ dp eine lineare homogene Relation besteht, da sich. 
die beiden Pfaftschen Ausdrücke erst aus den drei Gleichungen: 
dy 027 
det 2022 


eliminieren lassen dürfen. / muß also einer Differentialgleichung 
von folgender Form genügen: 


U X: Yor Zo: Po» 4) ., v,(; Xg> Yos Zor Po; %) : FU 


Wir bilden die erste und zweite Ableitung von / nach r: 


dd dz ‚dx ‚dy 
nn  llrpreikie 


—öd(pX-+-qaY)— pdoX—qadY—Pox — Qdy 
—Xdp+Ydq— Pox— Ay 


Pöox— Qoöy 


ro rKm, Ay dp rerdg wart dQ RX „dy 
Er z IR A en 
1 eg a Le 
— = 5p + dg+XöP + YoQ-T- ds ÖX POoX- 00V: 


dr 


Hierin ist zu setzen: 


OX (X + pX,) dx + (X, +gX,)dy—X,dp—+ X,dq (mod I) 
( 2 ) 


BEINNT SERG Re 
Damit erhalten wir insgesamt: 


J —=d2—pox—qby 


= —_ Pix Qöy-+Xop+Ydg 
El : ap, 
a [x ® x+pP)+Y(Q+PQ.)- PXRx+pX,)- Q+pY)- 770% 


a L RE 
+ [X +aPd+ YO + PR +aK)- AN, +aV.)- joy 
2 n ARTE 
+|XB, +7 PR QY. +7, ]0p 
+ 


XP + Yu -PUu-QY + .]04 mod. 4) 


BOT 
Da in dem Ausdrucke für —- dz nicht mehr vorkommt, so 


dr 
dt de Fe 
brauchen wir nur zu verlangen, dab zwischen Fe und Fr% die 
letzteren mod. // genommen, eine lineare homogene Relation besteht. 
Dazu- ist notwendig und hinreichend, daß der Rang der Matrix, die 
man aus den Koeffizienten von dx, dy, dp, dq bilden kann, gleich 


1 ist. Die Matrix ist folgende: 


en Dr p4 x UV #208 


ee, 

er ” ax _ av ..aQ 

(16) be A a ER 
Lu HI En 

7 oP Y dY 
Era a2 E_gR FE 


Berücksichtigen wir noch, daß: 


dP p2 P 
Er re ta tt ET 


so nimmt die Matrix folgende definitive Form an: 


a) -7,)-! IR BR BL d ) 

P, en Pic + a Q die na 
UPPAOO X 90 a R, 
ee 

(16) "laycan at late 
| P d d’X AYNIAX 
ltr) 

i ati 'y \ op og 
HH 5) 

th 04 op 


Das Verschwinden aller zweireihigen Determinanten dieser 
Matrix (16) ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die vereinigte Lage in der ganzen Ausdehnung zweier unendlich 
benachbarter Streifen (15) sich durch zwei Pfafische Gleichungen 
ausdrückt. 

Wir fassen unser Resultat in folgenden Satz zusammen: 

Damit. das System (12), das die Flächenschar erfüllt. die von 
uns geforderte dritte Eigenschaft besitze, ist notwendig und hin- 
reichend, daß die rechten Seiten des zu (12) gehörigen simultanen 
Systems als Funktionen von x, y,Z, p, q gewissen partiellen Differential- 
gleichungen I. Ordnung genügen, die durch Nullsetzen aller zwei- 
reihigen Determinanten der Matrix (16) entstehen. 

Damit hätten wir notwendige Bedingungen dafür angegeben, 
daß das System (12) durch Berührungstransformation auf die Form 
des Systems (10) gebracht werden kann. Wir wollen jetzt den Nach- 
weis erbringen, dab diese Bedingungen auch hinreichend sind. 

Der Beweis wird darin bestehen, dab wir nachweisen: 

Das simultane System (15), das durch das System der drei 
linearen homogenen Relationen zwischen r, s, t, u, v (12) definiert ist 
und das unseren Bedingungen genügt. kann durch Berührungstrans- 
formation in ein neues übergeführt werden, dessen Elementstreifen 
Büschel sind, die durch die Linienelemente einer Mongeschen Glei- 
chung gegeben sind. Die Integrale dieses neuen simultanen Systems 
sind die Kurven der Mongeschen Gleichung, die also ein System 
von drei linearen homogenen Relationen zwischen r, s, t, u erfüllen, das 
die Form des Systems (10) besitzt. 

Ehe wir unsern Nachweis in Angriff nehmen, machen wir 
eine Voruntersuchung über Kurvenscharen, die ein System (10) er- 
füllen. Um jedoch die Verhältnisse einfacher zu gestalten, machen 
wir von folgendem Satze von S. Lie Gebrauch: 

Lier. 4 


Die Integralkurven einer jeden nichtlinearen Mongeschen  Glei- 
chung lassen sich durch Berührungstransformation in die Integral- 
kurven einer nichtintegrabeln Pfaffschen Gleichung überführen. 

Wir können uns infolge dieses Satzes auf die Betrachtung des 
Falles beschränken, daß unsere Kurvenschar einer Pfaffschen Gleichung 
von folgender allgemeiner Form genügt: 

(17) 2 —=a(%,y,2)+b(x,y,2):y' 
Das System der drei linearen homogenen Relationen zwischen 
r,s,t,u,v wird nach Kapitel II in diesem Falle folgendes: 
Dee) 
=-br—p—a)s—0 
| (a<-b)s—(p— a)t=0 

Die Gleichung u=0 sagt aus, dab jeder Verein von o ° Elementen 
1. Ordnung, der (10) befriedigt, notwendig eine Kurve oder ein Punkt 
ist. Die Punkte sind sicher Integralvereine von (10). Soll eine Kurve: 


va 


(10) 


— N 


2—=x(&) 
Integralverein des Systems (10) sein, so mub, wegen der Gleichung: 
a Dan 
und wegen (3): 
T:st mon: del 


(-b)-P HP —a)—=0 
sein. Daraus aber folgt: 
y=za-by 


d.h. unsere Kurve muß Integralkurve der Pfaffschen Gleichung (17) sein. 
Ist nun außerdem unsere Pfaffsche Gleichung (17) vollständig 
integrabel, d.h. ist: 


so besitzt (17) nicht nur Integralkurven, sondern auch «&'Integral- 
flächen: 
I (X, y, 2) = const,, 


auf denen alle Integralkurven verlaufen. Alle Punkte und alle 
Kurven auf diesen Flächen 9 = const. erfüllen demnach unser System 
(10%), d.h. 9 (x, y,z) = const. ist ein vollständiges erstes Integral des 
Systems (10"). 


Pa 


Wir haben damit gefunden: 

Die Punkte und die Integralkurven einer nichtintegrablen Pfaff- 
schen Gleichung (17) sind die einzigen Vereine von ” Elementen 
I. Ordnung, die (10) befriedigen. Ist die Pfaffsche Gleichung (17) 
vollständig integrabel, so besitzt (10) Integralflächen, deren Gleichung 
ein vollständiges erstes Integral von (10’) darstellt. 

Zu dem System (10’) gehört eine bestimmte Zerlegung der 
&° Elemente I. Ordnung des Raumes in o* Streifen. Dies sind hier 
die Elementbüschel, die durch die Linienelemente der Pfaffschen 
Gleichung (17) definiert sind. Sie sind durch folgende Gleiehungen 
dargestellt: 

| ; 20,9 2308428 
p=la&,y»2) + PB (&y Yo 20) Yo |—4'Y0) 


oder bei Einführung einer sechsten unabhängigen Yeränderlichen T, 
durch folgendes simultane System: 


dam ay. 1 dam 0 
zedes dr 
(18) “ —p--a(x,y,2) 
“ —4—b&y,2) 
Durch Integration finden wir 
(19) | p=|(py, —-— 2 &,YnZ)|e + a&y Yo 3 


a Ze | Bu X, Yor Zu 


Hierin ist eine Konstante überzählig. 

Damit zwei unendlich benachbarte Streifen x,,y,..4, und 
xt dx, + dy,:-q + dq, In ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt 
liegen, muß nach Kapitel I die Bedingung: 


d=d2—pdox— g0y=0 


für alle Werte r identisch erfüllt sein. Daraus folgt, wenn wir die 
Indizes 0 weglassen, daß folgendes zweigliedrige Pfaffsche System in 
den Größen x,y,z,p,q erfüllt sein muß: 


dz =sadz — bdy 
(20) oe . aplar 
4.*F 


ar ee 


d. h. die beiden durch die unendlich benachbarten Elemente x,y,z,p,q 
und x+dx,y—dy,..q--dg gehenden Streifen des Systems (19) 
liegen dann und nur dann in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt, 


wenn das zweigliedrige Pfaffsche System (20) erfüllt ist. 


Dieses System (20) ist offenbar mit (10) gegenüber allen Be- 
rührungstransformationen des Raumes (x,y,z) invariant verknüpft. 

Nun gehört zu jedem zweigliedrigen Pfaffschen System in fünf 
Veränderlichen ein dreigliedriges System linearer partieller Differential- 
gleichungen I. Ordnung. Dies nimmt in unserm Falle folgende Ge- 


stalt an: 


| At of 
|At==(q N) a 
(21) NT, 
Era, 
og 


Durch Klammeroperation finden wir: 


[ 6 2 PT. of 
Br = Di er 
J ; 
\AB=m= pl 

0y dZ 
\BO)=0 


Da nun: 
(q—b)Di— (p— a)Ei==Af 


of Bi, 


so geht daraus hervor, dab durch Bildung der Klammerausdrücke 
aus dem System (21) nur ein neuer Ausdruck entstanden ist. 

Wir nehmen zu den drei Gleichungen (21) als vierte Gleichung 
Di 0 hinzu und haben damit folgendes, mit (20) und (21) invariant 
verknüpftes, viergliedriges System partieller Differentialgleichungen: 


rt of TEE ER 
Ar ulr sb) ax (pa) en (ya — pb) dZ 
pr 
Ba op 
Or 0 
2a 
of of 


be 


0 


Dies ist offenbar mit folgendem äquivalent: 


| Bill hl] 
op 
ee 
B.; R = aa 
Er 
Be RmER gr — 


em” 


und dieses viergliedrige System ist, wie man leicht verifizieren kann, 
mit der Pfaffschen Gleichung: 


(17) dz— adx — bdy=0 


invariant verknüpft. 

Dabei ist zu bemerken, dab das System (22) oder (22) und 
ebenso die Pfafische Gleichung (17) mit (20) und (21) gegenüber 
allen Punkttransformationen in x, y, 2, p, q invariant verknüpft ist, 
also insbesondere gegenüber allen Berührungstransformationen des 
kaumes x, y, 2 

Wir können am System (22) oder (22) zwei Fälle unter- 
scheiden. Entweder ist dieses System vollständig oder es ist nicht 
vollständig. 

Im ersten Falle müßte sein: 


er ob 9a oa 
a = 


ob: 2 — 0 (mod. mod. Bf, Ci, Df, Ef) 
d2z 0y oy/ 0% 


Dies trifft nur ein, wenn: 


ob ob 04 Ja 


ta + 


0X Oz 9y 02 


d. h. wenn die Pfaffsche Gleichung (17) vollständig integrabel ist. 
In diesem Falle besitzt das System (22) oder (22”) eine Lösung 
3 (x, y, z), die, einer willkürlichen Konstanten gleichgesetzi, &! 
Flächen repräsentiert, auf denen die Integralkurven der Pfaffschen 
Gleichung (17) verteilt sind. 

Nun wissen wir, daß in diesem Falle das System (10’) ein 
vollständiges erstes Integral, nämlich: 


(23) + (X,y,2) = const. 


a RATEN 


besitzt, d. h. jeder Verein von &” Elementen I. Ordnung, der (10') 
erfüllt, befriedigt eine Gleichung von der Form (23). 

Wir können jetzt hinzufügen, daß dieses erste Integral ge- 
funden wird, wenn man die Lösung 9 (x, y, z) des viergliedrigen 
vollständigen Systems (22) oder (22’), das aus (21) durch Klammer- 
operation entsteht, gleich einer willkürlichen Konstanten setzt. 

Ist das viergliedrige System (22) oder (227) nicht vollständig, 
so können wir nach allen infinitesimaien Transformationen von der 
Form: 


Di=&.Attn-Bit 60h 


wo $&,n, © Funktionen von x,y,z,p,q sind, fragen, die das vier- 
gliedrige System invariant lassen. 

Eine solche infinitesimale Transformation läßt sich leicht an- 
seben, die nämlich, bei der die Elemente längs ihrer Streifen hin- 
geführt werden. Diese hat die Form: 


of af 
(Pal +a-n% 


wo o ein beliebiger Faktor ist. Hier ist also: 


x 


NN 


a:q—b. 


Man überzeugt sich leicht, dab diese infinitesimale Trans- 
formation das zweigliedrige System (20) invariant läßt und daraus 
folgt, daß sie auch alle, zu (20) kovarianten Bildungen (22) oder 
(22) invariant läßt. 

Wenn allgemein Uf das System (22) oder (22”) invariant lassen 
soll, so müssen folgende Kongruenzen bestehen: 


(UB)=5Di=0 (mod. mod. Bf, Of, Df, Ef) 
edle nn Be 
BD)=Ep— a) (DE) FT 7(BD)FICCH)=00 es 
(UE)=&(q—b)\(DE)+n(BH-+L(CH =0( . 02 BOWIE 


Daraus folgt, da: | 
(KBD)=- 0. XBE)ED 
|(CDD—-0 (CH—0 
daß: 


wo o, und o, beliebige Faktoren von x, y, z, p, q sein können. 
Demnach erhalten wir unsere infinitesimalen Transformationen in 
der Form: 

of of 
0, Erin 2q 


Setzen wir zwei dieser infinitesimalen Transformationen, z. B. 


Uf= 


- und n gleich Null, so stellen diese ein System von zwei par- 
tiellen Differentialgleiehungen dar: 
en 
2 ' oe 
| FORCE 

Da der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen Uf das 
viergliedrige System (22) oder (22) invariant läßt und damit in- 
variant verknüpft ist, so folgt daraus, daß auch alle infinitesimalen 
Transformationen Uf den Inbegriff aller Uf invariant lassen. Das 
System der zwei partiellen Differentialgleichungen I. Ordnung (24) 
ist daher vollständig, was in unserm Falle auch leicht zu verifi- 
zieren ist. 

Das System (24) besitzt, als System in den fünf Veränder- 
lichen x, y, zZ, p, q, drei unabhängige Lösungen. Setzen wir diese 
drei willkürlichen Konstanten gleich, so stellen sie oo? Vereine von 
je &” Elementen I. Ordnung dar. Diese Vereine sind offenbar die 
Punkte des Raumes. Das Resultat unserer Voruntersuchung ist 
folgendes: | | 

Ist die Pfaffische Gleichung (17) integrabel, so besitzt das zu- 
gehörige System (10) ein erstes Integral 9 (x, y, z) — const.,, wo $ die 
Lösung eines viergliedrigen vollständigen Systems ist, das zu (10) 
in einer bei allen Berührungstransformationen invarianten Beziehung 
steht und das aus System (20) nach einer bestimmten Vorschrift 
gebildet werden kann. 

Ist die Pfafische Gleichung (17) nicht integrabel, so besitzt 
das zugehörige System (10’) eine Schar von «? Integralvereinen von 
je ©” Elementen I. Ordnung, nämlich die »® Punkte, die zu (10') 
in einer bei allen Berührungstransformationen invarianten Beziehung 
steht. Man erhält diese Integralvereine, wenn man aus (20) nach 
einer bestimmten Vorschrift ein zweigliedriges vollständiges System 
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bildet und dessen drei unabhängige Lösungen gleich willkürlichen 
Konstanten setzt. 

Wir machen nun an dem simultanen System (15), das aus (12) 
auf dieselbe Weise entstanden ist wie (18) aus (10’), dieselbe Kon- 
struktion, was uns zu unserm eigentlichen Beweise führen wird. 

Bei unserm simultanen Systeme: 


E—xß y,2,.P, q) 

n — Y(x,y,z,p.q) 

e l = Z(x,y,2,P, 4) 
— P(%,y,z,P,q) 


de 
| z. —Q &,y,Z,P, 4) 


ist identisch: 
Z=pX+gqY, 

andererseits bestehen noch gewisse partielle Differentialgleichungen, 
die durch Nullsetzen alier zweireihigen Determinanten der Matrix 
(16) erhalten werden. Wir wollen beweisen, dab dieses simultane 
System durch Berührungstransformation in das simultane System (18) 
übergeführt werden kann. 

Das Verschwinden aller zweireihigen Determinanten der Matrix 
(16) sagt aus, daß je zwei unendlich benachbarte durch das simul- 
tane System (15) definierte Streifen nur dann in ihrer ganzen Aus- 
dehnung vereinigt liegen, wenn zwischen den Größen x, y, z, p, q und 
x—-dx,....g--dq ein System von zwei Pfaffschen Gleichungen besteht. 

Die Bedingung der vereinigten Lage zweier unendlich benach- 
barter Streifen ist: 

A402 —pox — qdy—0 


Diese Gleichung zieht zwei Pfatfsche Gleichungen nach sich, 
und deshalb genügt / einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
11. Ordnung. - Für. z—0 mögen x, y,z, p,q die Werte %,; Yo Zu: Dazüs 
annehmen, dann wird / folgende Form haben: | 


ds | 
a ED in) = 


Hieraus folgen die beiden Gleichungen: 


57 


[ (A r=0 = de, — p, dx, — 4, dy,— I 
I da 
Kl, —=X,dp, + Y, dq, — P, dx, — Q, dy, — 0 


oder wenn wir die Indices weglassen: 


da—=pdx—+qdy 
| 0 =Xdp+Ydgq— Pdx-— Qdy 


Wenn zwei unendlich benachbarte, durch die Elemente x, y,z,p, 4 
und x—+dx,...q--dq bestimmte, dem simultanen System (15) ge- 
nügende Streifen in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt liegen sollen, 
so ist notwendig und hinreichend, daß das zweigliedrige Pfaffsche 
System (25) erfüllt ist. 

Bedenken wir, dab unsere &' Streifen durch das simultane 
System (15) definiert sind, so wissen wir, daß jedes Element x, y, z,p, 4 
bei jeder infinitesimalen Transformation 


enter Hr rg 
unter o einen willkürlichen Sn auf dem hindurch- 
gehenden Streifen verschoben wird, dab also diese infinitesimale 
Transformation alle Streifen invariant läßt. Hierdurch ist begrifflich 
klar, daß diese infinitesimale Transformation auch das Gleichungs- 
system (25) invariant läßt, da die vereinigte Lage zweier unendlich 
benachbarter Streifen bei unserer infinitesimalen Transformation er- 
halten bleibt, und da das System (25) jedem Streifen die unendlich 
benachbarten zuordnet, die mit ihm in der ganzen Ausdehnung ver- 
einigt liegen. Man überzeugt sich hiervon auch leicht direkt. Führt 
man diese infinitesimale Transformation auf die erste Gleichung aus, 
so erhält man die zweite. Führt man sie auf die zweite aus, so 
erhält man, da der Faktor von do identisch verschwindet, nach Weg- 


95 


) 


lassung des Faktors o die Gleichung: 
Kat I 1 4 ER 
I meer ea er adj, 
PR ; n 
an el 
ee u 


N 


Diese Gleichung ist aber mit der zweiten Gleichung (25) äqui- 
valent, da ja alle zweireihigen Determinanten der Matrix (16) ver- 
schwinden. T 

Unsere infinitesimale Tranator Natron die die Elemente längs 
den hindurchgehenden Streifen verschiebt, läßt also in der Tat das 
zweigliedrige Pfaffsche System (25) invariant. 

Zu diesem System (25) konstruieren wir ein kovariantes zwei- 
gliedriges System partieller Differentialgleichungen. Hierbei unter- 
scheiden wir zwei Fälle: 

Wir setzen zunächst voraus, daß X und Y nicht beide identisch 
verschwinden und nehmen an, daß Y von Null verschieden sei. Wir 
werden zeigen, dab dieser Fall immer durch Berührungstransformation 
auf den andern zurückgeführt werden kann, wo X und Y beide 
verschwinden. 

Unter den gemachten Voraussetzungen kann (25) in folgender 
Weise geschrieben werden: 


[ dz —pdı-+ g dy 
un ne ns 
Hierzu gehört folgendes dreigliedrige System partieller Differen- 
tialgleichungen : 


/ DEAL U 
en af al 
(26a) N. FE N 

Neon, 
il Ar 
OT aa Me 
} op Y 04 


Wir bilden die Klammerausdrücke: 
P of 
et 
x Fr OS 
a2 ne 


io Me 2 +[&(y)+&(y)] )l& 2 


Hierdureh ist nur ein neuer Autdinat entstanden. Denn durch 
Anwendung von Jf auf (26a) folgt: 


| — Y(A,B,)-+P(C, A,)=0 (mod. mod. A,f, Bf, Of 
| X(A, B)—P (B, Ü)=0( In ) 
—X(0, A)+-Y(B, C)=0( n ) 
Hieraus folgt, dab: 
BEBSTIEBLERESORA TEE RENT 


Wir nehmen zu den drei Gleichungen (26a) als vierte, dureh 
Klammeroperation entstandene, Gleichung hinzu: 


D, i=(C, A)—0 


und erhalten damit folgendes viergliedrige System: 


Rat f PrAT 
At RE 
1 X Di 9Z as er 
af of Qi 
Bti=- 
® Rey Isar Yyg 
12104 2 
TR 2 sehe 2 2ER 
- Ip Ned 
ne ET 
0% 4g 


wo in der letzten Gleichung bedeutet: 


ara) 


Das viergliedrige System (27a) kann vollständig sein oder nicht. 
Ist es erstens vollständig, so besitzt es eine Lösung, die mit 
«dem simultanen System (15) bei Berührungstransformation invariant 
verknüpft ist. Diese Lösung sei einer willkürlichen Konstanten gleich- 
gesetzt, folgende: 
(28a) 9, (8 Y, 2, P, Q) = const. 


Diese Gleichung können wir durch Berührungstransformation 
auf die Form: 
z = const. 


bringen. Bei dieser Berührungstransformation erhält das simultane 
System (15), wo X und Y nicht beide Null waren, eine neue Form. 
Wären in dieser neuen Form X und Y nicht beide Null, also etwa 
Y==-0, so müßte das zugehörige viergliedrige vollständige System 
(27a) die Lösung z besitzen, was nicht der Fall ist. Folglieh ver- 


schwinden in der neuen Form, die (15) bei unserer Berührungstrans- 
formation erhält, X und Y beide und also auch Z. 

Damit ist gezeigt, daß, sobald (27a) ein vollständiges System 
ist, das System (12), zu welehem das simultane System (15) gehört, 
durch Berührungstransformation in ein System von der Form (12), 
überführbar ist, in dessen zugehörigem System (15) X, Y, Z ver- 
schwinden. | 

Ist andererseits System (27a) nicht vollständig, so fragen wir 
nach allen infinitesimalen Transformationen von der Form: 

5 Aft+mBi+i Ct 
die das System (26a) invariant lassen. 

Unter diesen infinitesimalen Transformationen befindet sich 
sicher die, welche die Elemente längs ihrer Streifen fortführt, d. h. 
folgende: 

etz (X HN + Hr + 

Hier ist: 

UNE, DEN 


Ze pX —- aY 
Im allgemeinen Falle mub folgende Kongruenz bestehen: 
& (DA) +n(D,B)+% (DB, C)=0 (mod. mod. At Bi, CEDf) 


Bilden wir die einzelnen Klammerausdrücke: 


ir Ti on (ir Ener 
\ 
| 


al SL IpE of In 
Im m-fer+ 0), Ol Er 
x X;K d x} of 
Dee = 
(DS ver AS: en) oq 


[ et 
A.D,)=U, — 
| Dy ev CHR —R-Dit 
| ; 
OHDYSEW £ 
DW}, 


wo U, V,, W, bestimmte Funktionen von x, y, zZ, p, q Sind. 


Nun soll: 
5 (4,D)-+n (BD, )-+ & (C,D,) = 0 (mod. mod. A,f, Bf, C/f, D,f) 


sein, oder: 


T z B N of 5 
urn Be ae: Null za m TEEN 7 ) 


Dies tritt nur ein, wenn: 
sun HKM = 
Hieraus folgt eine zweite infinitesimale Transformation, wenn wir 
z. B. n, gleich Null a dann genügen die Koeffizienten &,, n,,£ 
der Proportion: 
ne WU, 


Wir haben also folgende infinitesimale Transformationen: 


BIN tt et AR 


aV/ 
(29a) ) ß 
of wı 


of 
w ee, ——( —U, ( - | 
Se z 7 ” 2q op (y) 24 


und o, willkürliche Funktionen von x, y, z, p, q sind. 
Der Inbegriff aller infinitesimaler Transformationen (29a) ist 
mit dem viergliedrigen System (27a) invariant verknüpft und deshalb 
läßt jede infinitesimale Transformation (29a) den Inbegriff von (29a) 
invariant. 

Setzt man zwei verschiedene unter diesen infinitesimalen Trans- 
formationen gleich Null, so erhält man ein zweigliedriges System 
partieller Differentialgleichungen, das erstens vollständig ist, anderer- 
seits zu dem zweigliedrigen System von Pfaffschen Gleichungen (25a) 
kovariant ist. Dieses System ist folgendes: 


wo 0, 


) a) ot _ 
(30) ar rr Ag +1 
Het) ul -9%)= 

W 0% 94 ap" . 2aq 


Setzt man drei unabhängige Lösungen ,x%, W dieses voll- 
ständigen Systems gleich willkürlichen Konstanten, so erhält man 
Gleichungen: 

2 (X, y;2Z,P,q) = const. 
(8, ,2,P, 4) = const. 
(X, , 2, pP, q) — const,, 


ee VOREBE 


die offenbar eine Schar von =” Vereinen darstellen, denn in dem 
zu (30) gehörigen System von drei Pfaffschen Gleichungen ist 
dz—pdx—qdy=0 enthalten. Durch Berührungstransformation 
kann man diese »°? Vereine in die »° Punkte überführen. Bei dieser 
Berührungstransformation erhält (15) eine neue Form. Wären in 
dieser neuen Form X und Y nicht beide Null und also etwa Y==0, 
so müßte das dazu gehörige vollständige System (30) die Lösungen 
x,y,z haben, was nicht angeht, also werden durch die Berührungs- 
transformation X,Y,Z alle drei gleich Null. 

Durch Berührungstransformation kommen wir also immer auf 
den Fall, der bisher ausgeschlossen war. 

Es seien also X, Y,Z alle gleich Null, aber P und @ nicht beide, 
z.B. sei @ von Null verschieden. Das simultane System (15) wird 
in diesem Falle: 


[ dx = ze 

re 
(15b) Born z,P, 9) 

her -08%y4P,9 


Die Matrix (16’) liefert folgende partielle Differentialgleichung 
I. Ordnung für die Funktionen P und ©: 


»oQ - = 
Ba ke Q: 


oder: 


Mn (BZ) 


Die Bedingung der vereinigten Lage zweier unendlich benach- 
barter Streifen kommt jetzt auf das Bestehen des folgenden zwei- 
gliedrigen Pfaffschen Systems hinaus: 


| dy = — r dx 
(25 b) 


[= BE (v —q 5) dx 


Hierzu gehört R ed ige System partieller Differential- 
gleichungen 1. Ordnung: | 


[ a ei Re 1) en 
R. u ty Fre 
(26b) Baer 
® n 
af 
Of — 
eu 


Durch einmalige Be. erhalten wir: 


1% al of 
Ey 
a Q : 1pQ 02 
(B,C, Br 


en o5- (+ 2 (0) 9), 


Nun Ist: 


P (A,B,) — Q(0,A,)— 0 


woraus hervorgeht, daß nur ein neuer Ausdruck und damit eine 
neue Gleichung entstanden ist. Nehmen wir als vierte Gleichung 
folgende hinzu: 


= ()E-(1-02@) 


so haben wir damit folgendes viergliedrige System partieller Differential- 
gleichungen 1. Ordnung: 


Nat ze) 

2% Di“ -0 
(27 b) are 
ID, 0 


Das System (27b) kann vollständig sein oder nicht. 
Ist das System vollständig, so besitzt es eine Lösung, die einer 
willkürlichen Konstanten gleichgesetzt: 


(28b) 3, (X, Y,Z) = const. 


&' Flächen darstellt. Diese Lösung können wir durch Punkt- 
transformation auf die Form: 


zZ == GOnDSt. 


bringen. Soll z die Lösung unseres viergliedrigen vollständigen 
Systems (27b) sein, so mub gelten: 


Be 


EL. ! 


aa 

Das simultane System (15b), das mit der Lösung (28b) bei Be- 
rührungstransformation invariant verknüpft ist, geht damit in 
folgendes über: 


fe Da, 

er dr 
ner... .0g 

Ki P; dr q 


Wie man sich leicht überzeugt, sind hierdurch &* Büschel von 
Elementen 1. Ordnung gegeben, die sich an die Linienelemente der 
vollständig integrabeln Pfaffschen Gleichung 

dz ==) 
anschließen. 

Für den Fall, daß das System (27b) vollständig ist, ist somit 
dargetan, daß das simultane System (15b) durch Berührungs- 
transformation in ein System von der Form des Systems (18) über- 
geführt werden kann. 

Ist andererseits System (26b) nicht vollständig, so suchen wir 
alle infinitesimalen Transformationen von der Form: 


5A,f+n,Bfi+ 50,1, 
die das System (27b) invariant lassen. Diese sind bestimmt, wenn 
wir zwei unter ihnen kennen. | 
Eine infinitesimale Transformation ist leicht anzugeben, nämlich 
die, welche die Elemente längs ihrer Streifen fortführt. Sie hat 


hier die Form: 
f 
A — | a 


GENE UNE. 


Hier ist: 


Un 


Eine zweite finden wir, indem wir verlangen, dab: 
& (A,D,) + 9, (B,D,) + [, (C,D,) = 0 (modd. A,tf, B,f, G,f, D,f). 


Berechnen wir die einzelnen Klammerausdrücke, und setzen sie 
in diese Kongruenz ein, so folgt eine Bedingung von folgender Form: 


> 0,8129 9)+n%V,&y2P9)+L&W,(&%y2P 0. 


Setzen wir nun z. B. ,=0, so ist die zweite infinitesimale 
Transformation durch folgende Proportion bestimmt: 


ml eN52 180: 


Damit sind wieder zwei infinitesimale Transformationen gefunden, 
die, gleich Null gesetzt, ein zweigliedriges System partieller Differential- 
gleichungen I. Ordnung ergeben, das zu dem zweigliedrigen Pfaffschen 
System (25b) kovariant ist. Außerdem ist es vollständig, da die 
beiden infinitesimalen Transformationen das viergliedrige System (27 b) 
und alle kovariant gebildeten Ausdrücke invariant lassen, 


Damit haben wir wieder ein vollständiges System von zwei 
partiellen Differentialgleichungen gefunden. Dieses System besitzt 
drei Lösungen. Sie seien drei willkürlichen Konstanten gleichgesetzt: 


fu (%,y,24,P,q)=& 
| 1&y2P,q)—=b 
| W&y,2,P,9)= 6 


Diese Lösungen stellen »° Vereine von je &°. Elementen 
I. Ordnung. dar, da in dem Systeme von Pfafischen Gleichungen, 
das zu dem zweigliedrigen vollständigen Systeme kovarlant ist, die 
Führen wir diese »? 
Vereine durch eine Berührungstransformation in die »° Punkte über, 
so erhält (15) eine neue Form, die so beschaffen ist, dab das zu 
(25) kovariante zweigliedrige vollständige Systeme die Lösungen 
x, y, z besitzt. In dieser neuen Form sind also wieder X, Y, Z 
gleich Null; und sie sieht daher so aus: 


« _ y_ %_, 
deiner itdei 
Pl d | 
(156) I =P@ Y2, P, 4) 
| dq 


\ Fu —Q Vz, g). 


Dieses System stimmt in der Form mit dem simultanen System 
(15b) überein, nur hat jetzt das kovariante zweigliedrige vollständige 
System die Lösungen x, y, z. 

Nun ist aber das zweigliedrige vollständige System, das die 
Punkte zu Lösungen hat, IERRnASS: 


Lier. 


OU 


| 
(24) ' 


Demnach müssen die infinitesimalen Transformationen, die das 
viergliedrige System (275) invariant lassen, die Form: 


ante n 


haben, wo o, und o, willkürliche Ben sind. Hieraus ergibt 
sich insbesondere, daß: 


(D, = = 0 (mod. mod. Ayf, Baf, Oz, D,D 


(a > 


Es muß also sein: 


a ( ul, 0 (mod. mod A,f...) 
NT: Ole nr en \ 2 


Dies tritt nur dann ein, wenn: 


2 (9) mie 


Dieselbe Bedingung findet man, wenn man fordert: 


(D. a8 — 0 (mod. mod. A,f,...) 
> 9q 3 


Außer der Gleichung (32) müssen die Funktionen P und Q 
noch einer Gleichung genügen, die aus der Matrix (16) folgt. Sie 
hat die Form: 


5 rn 5) 0 
31 
Sr ee 
Die beiden a (31) und (32) lassen sich leicht nach 
I 
auflösen. Nach Gleichung (32) ist a eine lineare Funktion von 


Q Q 
p. Es ist nämlich: | 


ara 


: (3) UT 


Differentiieren wir die Gleichung (31) nach p, so wird: 


ke 


Setzen wir hier obigen Wert für er 6) ein, so wird: 


2 of 
(' (x, Y,2, ») u. En 0. 


Diese Gleichung integriert liefert: 


1 u 
Ex,y,z 000% 


MEEN b (X, Y, 2) 


und damit: 
1 


en 4—b&,y,2) 


Setzen wir diesen Wert für fin die Gleichung - ie s 2,4) 
0 


ein, so wird: 


{Ko % es, Syz) 
und damit: 


ER N 7 
Q ee y ne a(X,y, 2, g) 
2 


Pe 3.8 Y> Z) 
ee? 


Das simultane System (l5e) hat also gerade die Form des 
Systems (18): 


18 Pa 
(18) $, 


Fran (X, y; SEE EN 


Damit haben wir unsern Beweis beendet und gezeigt, daß jedes 


simultane System (15) von der hier betrachteten Art durch Be- 
Hr 
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rührungstransformation in ein simultanes System von der Form (18) 
übergeführt werden kann, wobei die ©* Streifen in Büschel über- 
gehen, die. je ein Linienelement einer integrabeln oder nichtintegrabeln 
Pfaffschen Gleichung als Axe haben. 

Wenn die Pfaffsche Gleichung integrabel ist, so kann sie stets 
auf die Normalform : 


gebracht werden. In diesem Falle ist a=b=-0 und das simultane 
System (15) kann dann auf folgende Form gebracht werden: 


(18a) 


Ist dagegen die Pfaffsche Gleichung nichtintegrabel, so kann 
sie immer auf die Normalform : 


dz — ydx—0 


gebracht werden. Das System (15) geht dann bei einer gewissen 
Berührungstransformation in folgendes über: 


Fe yes zen 
(18b) ) RR Er uk 
| Anz dq 
| ee 


Wir schließen hiermit, indem wir das dritte Hauptresultat in 
folgenden Satz fassen: 


Eine Flächenschar, die keiner partiellen Differentialgleichung I. Ord- 
nung genügt, dagegen drei linearen homogenen Relationen zwischen r,s,t,u,v, 
ist dann und nur dann durch Berührungstransformation in eine Kurvenschar 
überführbar, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: Erstens müssen die 
drei linearen homögenen Relationen eine Erzeugende der M, II. Ordnung 
rt — s®—= uv darstellen, sie müssen also durch ein System (12) ersetzt werden 
können, wo die Identitäten (14) bestehen. Zweitens müssen die linken Seiten 
des simultanen Systems (15), das aus (12) in bestimmter Weise abgeleitet 
ist, den partiellen Differentialgleichungen genügen, die durch Nullsetzen aller 
zweireihigen Determinanten der Matrix (16) entstehen. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist die Flächenschar durch Be- 
rührungstransformation überführbar in eine Kurvenschar, die einer Monge- 


schen Gleichung genügt, und zwar sogar in eine Kurvenschar, die entweder 
der Pfaffschen Gleichung dz=0 oder da— ydx=0 genügt. 

Um zu erkennen, welcher dieser beiden Fälle eintritt, bilde man das 
zu (15) kovariante System von zwei Pjaffschen Gleichungen und dann das 
hierzu gehörige System von drei linearen partiellen Differentialgleichungen 
I. Ordnung. Ist das viergliedrige System, welches entsteht, wenn man auf 
dieses einmal die Klammeroperation anwendet, vollständig, so läßt sich die 
Flächenschar in eine Kurvenschar, die einer integrablen Pfaffschen Gleichung 
genügt, durch Berührungstransformation überführen. Ist das letztere System 
nicht vollständig, so kann die Flächenschar nur in eine Kurvenschar, die 
einer nichtintegrablen Pfaffschen Gleichung genügt, übergeführt werden. 
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Lebenslauf. 


Ich, Otto Lier, Sohn des Öberpostschaffners a. D. Johann 
Selmar Lier und seiner Ehefrau Auguste geb. Espe, bin geboren am 
21. Juni 1885 in Nordhausen (Prov. Sachsen), wo jetzt noch meine 
Eltern wohnen; ich bin evangelischer Konfession und preußischer 
Staatsangehöriger. Meine erste Schulbildung empfing ich in der 
Mittelschule zu Nordhausen. Von Ostern 1894 ab bis Ostern 1901 
besuchte ich das Realgymnasium zu Nordhausen und von Ostern 1901 
ab das Realgymnasium zu Leipzig, das ich Ostern 1905 mit dem 
Zeugnis der Reife verließ. Um mich dem Studium der Mathematik 
und Naturwissenschaft zu widmen, bezog ich zuerst für drei Semester 
die Universität Göttingen und dann die Universität Greifswald, wo ich 
bis zum Schluß meines Studiums, fünf Semester, blieb. In Göttingen 
nahm ieh hauptsächlich an den Vorlesungen und Übungen folgender 
Herren teil: Ambronn, Baumann, Blumenthal, Dolezalek., Goedecke- 
meyer, Husserl, Klein, Minkowski, Prandtl, Riecke, Runge, Schwarz- 
schild, Simon, Wiechert; in Greifswald: Auwers, Berg, Braun, 
Üredner, Engel, Herweg, Mie, Rehmke, Starck, Starke, Thome, 
Vahlen. Allen diesen Herren bin ich für die vielfachen Anregungen 
zu Dank verpflichtet. 

Zum Schlusse schulde ich Herrn Prof. Dr. Fr. Engel noch 
besonderen Dank; denn .er war mir während meiner Greifswalder 
Studienzeit ein hilfsbereiter und geduldiger Führer, er gab mir auch 
. die Anregung zu der vorliegenden Arbeit, bei deren Abfassung er 
mir stets aufs freundlichste mit seinem Rate zur Seite gestanden hat. 
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